10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

10.1. INTRODUCCION

El analisis de circuitos complejos con resistencias, inductancias y capacitancias
para entradas de tipo senoidal resulta muy dispendioso. El analisis senoidal por
fasores es una manera simple de analizar tales circuitos sin resolver las
ecuaciones diferenciales, que aplica al caso de entradas senoidales a una
frecuencia dada, y una vez que el sistema se encuentra en estado estable.

Un fasor es una representacion en el plano complejo de la magnitud y fase de la
sefal en el tiempo asociada al fasor. Como este representa una condicién de inicio
no depende del tiempo.

El analisis por fasores simplifica el estudio al caso de ecuaciones algebraicas, pero
con la diferencia de que ahora se trabaja con numeros complejos.

10.2. SENAL EXPONENCIAL COMPLEJA Y FASORES

La Sefal Exponencial Compleja (SEC) de una sefial senoidal real en el tiempo es
una transformada de la sefal o un cambio de espacio de analisis definido como
sigue.

Sea una sefal senoidal v, (¢) en el dominio del tiempo, con amplitud V', angulo

de fase 6, y frecuencia @:
ve(t) =V cos(awt +6y)
Su sefial Exponencial Compleja (SEC) asociada sera:
V() =V e
donde v (¢) es la sefial de entrada real en el tiempo y su SEC asociada es V,(?).

Nota: j es el nimero imaginario o complejo también llamado i = +/— 1, aunque en
ingenieria se usa preferiblemente j.
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

Como se ve pasamos del espacio real al espacio complejo. La SEC tiene entonces
parte real y parte imaginaria, las cuales varian en el tiempo.

Haciendo algunas modificaciones a la ecuacion anterior tenemos:

V() =V, -/ = el IO 2 le o/ J ol
El término en paréntesis cuadrados, que no depende del tiempo se conoce como el

5
fasor y se representa por el simbolo Vs :

Vs = Vsej s

5
La anterior se conoce como la representacion polar del fasor. Este fasor Vs

también tiene una amplitud 7, angulo de fase 6.

Usando el fasor la SEC toma la forma

5
~ i O j
V() =V e/ =V 5. e
Otra manera de escribir el fasor es usar la notacidon de ingenieria eléctrica con
como una magnitud real a un angulo de fase dada por el simbolo £ :
-
Vs =V L0,

5
Dado un fasor V' s, nos podemos referir a su magnitud por la expresion

Ve =\Vs

y a su angulo de fase por

0, =(Vs

Otra manera de representar el fasor es la forma rectangular, que se obtiene
usando a relacion de Euler:

V= V20 =Vie' =V [cos(6)+ jsen(6; )]

lrm

' V. =nel® =pe
JHEsen 8yt --- -~ Ve = R z o0

e = Fefeosds + fsen 8]

e

f + R
Focosfy ®
Figura 10-1
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10.2. SENAL EXPONENCIAL COMPLEJA Y FASORES

La Figura 10-1 muestra la relacion en el plano complejo entre la forma polar y la
forma rectangular del fasor.

Aplicando igualmente la relacion de Euler a la SEC tenemos:

Vo (t) =V, - % =V [cos(et + O )+ jsen(wt + 6, )]

Esta SEC es entonces un fasor que rota alrededor del origen en funcion del tiempo,
con un angulo inicial, por lo cual también se le llama fasor rotacional.

Ya hemos vista la manera de encontrar la SEC asociada a una sefial senoidal
dada. Ahora veremos como hacer el proceso inverso: la sefal senoidal en el
tiempo a partir de una SEC dada.

Notese que la parte real de la SEC V() es justamente v¢(?):

Ref{v, ()} = Re{V [cos(at + 0, )+ jsen(at + 6, )]} =V cos(at + 8, ) = v (¢)

De manera que para pasar del espacio de la sefial exponencial compleja dada al
espacio real en el tiempo tan solo hay que calcular la parte real de la SEC.

ve(t) = Re{v (1)}

La derivada en el tiempo de la SEC es:

arv t dV .l (or+6g) ) N
Vc;t( : = Z’Z‘ =jo-Vs el ) = jo-vs(1)

Lo que muestra que en el espacio de la SEC derivar la sefal corresponde a
multiplicarla por j@. Esto tiene una implicacién importante a la hora de resolver

ecuaciones diferenciales o de encontrar las relaciones entre corriente y voltaje en
inductancias y capacitancias.

10.2.1. APLICACION A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Dado que la sefal exponencial compleja tiene exponenciales, al sacar sus
derivadas en una ecuacion diferencial vuelve a quedar una exponencial que se
puede simplificar de la ecuacién, dando como resultado una nueva ecuacion
puramente algebraica. Esto se muestra a continuacion con una ecuacion de orden
uno, como la que tenemos para el voltaje en un condensador un circuito RC en
serie ante entrada senoidal.

La ecuacion del voltaje v.(¢) en un circuito RC serie, para voltaje de entrada AC

delaforma v, (t) =V, cos(wt+0,) es:
dv,(t
;t() RC C(t)_ vm(t)

Al pasar al espacio de la SEC con v(?) la ecuacién toma la siguiente forma:

o 1 1
]a)VC(t)+ RC vC(t)_?Cvln(t)
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

1 1
i+ V. ()=——7,(t
[]0) RCj|VC() Rcvm()

Recordemos que en el espacio de la SEC derivar equivale a multiplicar por jw. La
solucion para v.(t) se puede expresar como Vv () = Re{VC (t)}, de manera que

ahora debemos calcular primero V. (¢) , a partir de ecuaciones algebraicas y de alli

al espacio del tiempo real, en vez de resolver la ecuacion diferencial y evaluar el
resultado en estado estable.

Despejando tenemos V. (¢) :

Ve (2) = mvm (0)

Recordemos que las SEC se pueden expresar como un fasor multiplicado por e’ .

Aplicando esto al resultado anterior tenemos:

I_/)C'ejwt =—1 _)in‘ejwr
[1+ joRrC]
simplificando
Vc = ! Vm
[1+ joRrC]

La Figura 10-2 muestra la relacién de los fasores Vi, y V' . en el plano complejo,
especialmente la relacion entre los angulos y el cambio de magnitud.

Im .
-i"rz'n .
V.
¢, ‘
Y-
B )% + Ha
Figura 10-2
5
Conociendo la magnitud y el angulo de fase de . tenemos la solucién en el
tiempo:
ve(t) =V, cos(at +6,)
- 1 —
Ve=We|=lt——=Vu
[1+ joRrC]
y

1 -
oo oncl”
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Aplicando las normas de operaciones complejas tenemos para la magnitud:

- 1 -
Ve=Wel=|—— Vi
¢ [1+ joRrC]
I - S A
[1+joRC] 1+(wRCY

y para el angulo tenemos:
0. = u—{((1+ joRC)=86, —tan™ (wRC)
Asi que

ve(t) =V, cos(at +6,)

V.
Ve(t) = ——"— cos(awt + 6, —tan "' (wRC))
‘ A1+ (a)RC )2

Esto indica que la sefal de salida es igual a la de entrada pero con una atenuacion

de la magnitud de 1/«/1+(a)RC)2 y un cambio de fase de @, =—tan”' (a)RC),

los cuales dependen de la frecuencia de operacion .

10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Cuando la alimentacion de un elemento (R, L o C) es una sefal de tipo AC, por
ejemplo v, (t) =V, cos(wt+68), la impedancia fasorial Z de un elemento se

define como la relacién entre el voltaje SEC y la corriente SEC del elemento, o lo
que como se vera es equivalente a la relacion entre el fasor de voltaje y el fasor de
corriente del elemento:

) | vt

a1 Tiempao bl SEC cl Fasores

Figura 10-3

Zzﬂﬂ_ﬁem_ﬁ

ity I-e™ T
Dado que la impedancia es la relacién de dos fasores, que son complejos, la
impedancia sera también un complejo, el cual por supuesto tendra magnitud y fase:
Z =|z|26..
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

10.3.1. IMPEDANCIA DE UN CONDENSADOR

Vinlt) ictt) |2 G veft)

Figura 10-4

‘ dvc (1)
i-t)=C g

N dVC (1)
I (H==C &

. av (1) jot
T=1e/"=c—<"=¢ dre”)
¢ dt dt

1/ =cy. [ joel ™ }

I.=CV[jo]
A

I, :ja)C
zo=les L1 gpe
I, joC &C

- CVC[ja)ejwt}

La magnitud de la impedancia es 1/oC y su fase -90°.

[rm

I

g, = 8;—9r

+ Re

Figura 10-5

El fasor de corriente /. en un condensador esta en adelanto con respecto al fasor
de voltaje.
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

10.3.2. IMPEDANCIA DE UNA INDUCTANCIA

W) am |l v

Figura 10-6
di, ()
t :LLi
v, (1) it
di ()
v, ()=L——=
v, (1) i

. . Jjot )
v, (1) =7,e/ = dlzh(t) _ 44T g [ja)eja)t}

dt
7.el :LTL[ joel ™ }
Vv, =LI,[jo]
I;fzja)L

L

14
Z, :T—L:ja)L:a)LZ9O°
L

La magnitud de la impedancia es oL y su fase 90°.

[m

8, = & +9r

Ip

Figura 10-7

El fasor de corriente /, en una inductancia esta en retraso con respecto al fasor
de voltaje.
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10.3.3. IMPEDANCIA DE UNA RESISTENCIA

@) @]z R M

Figura 10-8

vr(?) = Rip ()
V() = Riy (1)
v. (1) =78’ =R (t)= RT,,&/
7.e/? - rr.e/™

7. =RI,
4

"R =R
I,

4

Zy =" =R=RL0°

R

La magnitud de la impedancia es Ry su fase 0°.

Irri
4 i
Vr
'\)'gv =&
+ He
Figura 10-9

El fasor de corriente /, en una resistencia estd en fase con respecto al fasor de
voltaje. En este caso la impedancia no depende de la frecuencia.

10.3.4. ADMITANCIA FASORIAL

Asi como se define la relacion de voltaje a corriente como la Impedancia se define
su inverso y se denomina Admitancia Y.

_10_

_1 I
Z v 7
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

10.3.5. COMPORTAMIENTO DE LAS IMPEDANCIAS CON LA FRECUENCIA

Como vimos anteriormente la impedancia de una capacitancia o una inductancia es
funciéon de la frecuencia, de manera que con frecuencia esta impedancia Z se
escribe como Z(jw).

La siguiente tabla muestra el comportamiento de la magnitud de la impedancia de
cada elemento al variar la frecuencia entre cero (sefial DC) y una alta frecuencia
(senal AC de alta frecuencia).

Tabla 10-1.
Z(jo) Y(jw) |Z(w— 0)] | |Z(0—> )]
1
R R — R R
R
I 11 ” 0
L joC - wC B wC £-90 jet Circuito Corto
Abierto Circuito
0 oe)
oL = wl /90° L——'i
¢ JOL = ja)L - wl, Corto Circuito
Circuito Abierto

10.3.6. IMPEDANCIA FASORIAL GENERALIZADA

En las secciones anteriores se presento el concepto de impedancia de un elemento
R, L o C. Al interconectar varios elementos de este tipo podemos tener un circuito
de dos terminales para el cual podemos calcular su relacién entre voltaje y
corriente y por tanto encontrar una impedancia fasorial equivalente del circuito de
dos terminales.

T+ - = - = .
Vin (T ' ‘I-"{f,) Vi (£ i) Hi{f‘__} & Fin I f =
a) Tiernpo bl SEC ¢l Fasores
Figura 10-10

Nuevamente definimos la impedancia generalizada de un circuito de dos terminales
como:
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

v@e) V
Z:é):j:‘Z‘LQZ
ity I
Dado que la impedancia es la relacion de dos fasores esta sera también un fasor,
el cual por supuesto tendra magnitud y fase o una parte real y otra imaginaria, ya
que el fasor se expresa como un numero complejo:

Z=\7£6, =R+ jX

Recordando que la impedancia también depende de la frecuencia (para los
componentes L y C) podemos escribir:

Z(w) =|Z(w) £6. (@) = R(w) + jX (o)

El término R(w) se conoce como la Resistencia AC y el término X (w) se conoce
como la Reactancia AC.

Ejemplo 10-1. Impedancia RLC en serie y frecuencia de resonancia.

Para el siguiente circuito encontrar:

a. La impedancia del circuito de dos terminales de la figura (a) en forma
rectangular y polar.

b. La frecuencia de resonancia del circuito.

|| —— 2 HZej P wE
£oe Rozgg[ EIR ziml ’T
o o o
gl b £l
Figura 10-11
Solucién
Parte a)

1
Z(w)=2,+Z-+7Z,=joL+—+R
() L c R=J jaC

1 w*LC -1
Z(w)=R+jlwL—— |=R+j| ———
(@) J( a)C] ][ oC J

La anterior es la forma rectangular de la impedancia, donde la resistencia y la
reactancia AC son respectivamente:

R(w) =R y X ()= (“’ZLC_]]

oC
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Expresandolo en forma polar Z = |Z| Z0_ tenemos:

2 1) 27
‘Z‘= R2+(a) L(é 1] y92=tan_l[—a) Lc IJ

W oRC
Parte b)
La frecuencia de resonancia o, es aquella frecuencia para la cual la reactancia es
cero:
w LC-1
Xw)=|———1=0
o, C
Por lo tanto
0, LC-1=0
o’ LC=1
1
O =——

" JLC

Por lo tanto la impedancia en resonancia es:

Z(w,)=|Z(w,)

20.(0,) = R(®,)+ jX(@,) = R(@,) = R
y asi

Z(w,) =R
0.(w,) =tan™'(0)=0°

Lo anterior muestra que cuando hay resonancia el circuito se comporta puramente
resistivo y por lo tanto la corriente y el voltaje estan en fase. Esto se comprueba
por el hecho de que la fase de la impedancia es cero y recordando que

VII= |Z|Z 6. implica que para que las fases de 14 y de I deben ser iguales, lo
que comprueba que estan en fase.

Como se ve en este caso la frecuencia de resonancia depende de L y de C pero no
de R.

Problema 1

Para el ejemplo anterior con R=100, L=0.1 y C=2 encontrar:
a. Z(w) en forma polar y rectangular si f = 60Hz
b. La frecuencia de resonancia y Z(®,) en forma polar y rectangular.

c. Sivin(t) = 120cos(wt+50°) y f = 60Hz calcular los fasores de voltaje Vin, VL,
VC, VR, y los respectivos voltaje s en el tiempo v;(t), vc(?) Y va(2).
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

d. Encontrar la corriente en el tiempo i(¢) si f = 60Hz.

Problema 2

Encontrar la impedancia del siguiente circuito de dos terminales:

10/60° [
— 5/70° 3 +jd
—— 40° 2
Figura 10-12

Ejemplo 10-2. Impedancia en Amplificadores Operacionales.

Encontrar V, y v,(t) si v{(t) = Vi,cos(wt+6;).

o 2
| ]
11

R .:Di z.ﬁ' A
_O
" v-
Vinft) e Vi n

Figura 10-13
Solucioén

Con respecto a la figura (b) en la que el amplificador operacional esta en
configuracion de inversor tenemos:

|
VO__ZC__A(OC__ |
Vin Z, R JoRC ]a)RC

Como v(t) = Vixcos(wt+6;) su fasor asociado es Vi =Vi £6.

Vin

/0. +90°
wRC (6, +90%)

1 1
Vo=j—Vin=j—VinZ0. )=
Ja)RC Ja)RC( 1)

Por tanto la sefial en el tiempo asociada a este fasor es:
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Vin
@R

v, ()= cos(8, +90°)

Ejemplo 10-3. Circuito trifasico balanceado.

Para el siguiente circuito, que representa un sistema trifasico balanceado:

a. Calcular los fasores VAB, VBC y VCA en forma rectangular y polar.

b. Mostrar que la magnitud de las corrientes es igual a |/ | :\IAB\(ﬁ)

4 L.
Oz —
Wi L0 |
N
g Ig !
N—=a — =T {7 }—
Vi A200 Y |
1
Ie
O G5
W 1200 W '
Fuente Carga
Figura 10-14
Solucién
Parte a)

Vis =Van ¥ Vs
—V,£0°+(-V, 2 -120°)
=V, [1-cos(~120°)— j -sen(-120°)]

=V, _1 —(~0.5)- j(— ﬁﬂ

2

=V, |15+ ]f} (forma rectangular)

=V, 34300 (forma polar)
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Vic = Vix + Ve
—V,£-120°+ (-7, £120°)
=V, [cos(~120°)+ jsen(~120°) - cos(120°)— jsen(120°)]
=V, [jsen(~120°)— jsen(120°)]

N7
-, [ 3]
=V, \3£-90°

Vea = Ven + Vaa
=V, £120°+ (-7, £0°)
=V, [cos(120°)+ jsen(120°) 1]

V3

=V, |-05+ ;-1
/ J > }

I V3
=V, |-15+j—

a 77
=V, /3£150°

Por lo tanto
|VAB| = |VBC| = |VCA| = Vf\/5 =V, = VAN\/5

Los fasores Vag, Vec Y Vea Se conocen como los voltajes de linea y los fasores Vay,
Vgn ¥ Ven S€ conocen como los voltajes de fase o de linea a neutro con magnitud
V. Como se ve el voltaje de linea para esta configuracion es V', = Vf\/g . Este

tema se tratara a fondo mas adelante en otro capitulo.

Parte b)
I, =1,5—-1c,
Vs Ve
Z Z

Vs =V, ~3230°
Vey =V ,/32150°
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V32300 V,+/3£150°
- Z z

A

V3
= fZI(1430°—14150°)
V.3

= fZ (cos(30°) + jsen(30°) - cos(l 500) - jsen(150°))

VBB B
e

R )

VA
I, =VfZﬁ(ﬁ)
A
L= 2 ()= (3)=1r.( )
‘IA‘ :‘IAB‘(ﬁ)

Ejemplo 10-4. Impedancia y funcion de transferencia en funcion de w.

Para el circuito de la Figura 10-15 con voltaje de entrada AC:

a. Encontrar la impedancia vista por la fuente en funcion de w, R, Cy L.

b. Encontrar la funcion de transferencia H(a)) =V.i/Vi -

c. Encontrar la frecuencia @, para la cual la magnitud de V,

out

magnitud de V.

d. Encontrar la frecuencia @,, para la cual la magnitud de H(a))
maximo.

es igual a la

tiene un

e. Graficar la magnitud y la fase del H(@) si R=10 Q, C = 5mF y L=5 mH y

calcular @,, .
R R
— - — -
+ 1 +
Win(* c—— L Wout Wi (* — T jwlE Vouw
n (i_:) fou in (i_:) we e fou

Figura 10-15
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Solucion

Parte a)

2
) oL ) oL ) oL
Z=R+ = |R" + Z tan
J(l—a)zLCj \/ (l—a)zLCj (R‘l—afLCJ

Parte b)

Usando divisor de voltaje tenemos:

L iGer) L
Ja)C 1 2
v, =V, —V,|R+

- LC joL
out in in = I/m[ 2 . J
- (o) R+( ol j R(l-0’LC)+ jolL
]a)C 1-w’LC
H(w)= o JoL

La magnitud sera:

oL

J [Rl-w’LC) +(aL)

y la fase:

(H(w)=(joL - ({R(l- @*LC)+ jolL}=90° - tan™ (H%j

o 4o -l oL

En forma polar tenemos:

H(w)=|H(0) £(H(0) / “’L

J[R ~ 0 LC)[ +(jaL) Z(9O°—tan‘{R(l_€i§2Lc)D

Parte d)

Para que las dos magnitudes sean iguales se requiere que ‘H(a)l}

= Vuut/l/in :1
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

oL

\/R(l — a)lzLC):2 + (a)lL)2 -

\H(cq] =

oL =|[Rl-022C +(w,L)
(LY =[R(l- o LC)f + (L)
0=[R(1-w’LC)

Parte d)

Para encontrar la frecuencia ,, para la cual la magnitud de H(co) tiene un

maximo vamos a derivar \H(a)] con respecto a @ e igualamos a cero:

J oL
d(w)  \JRl-eLCf +(@) ] .
do dw -
Resolviendo esta ecuacion llegamos a que
o, = 71 =
m /LC 1
Parte e)
o, =0 = L ! =200 rad/se
" e f(0.005H)0.005F) s

Usando las expresiones encontradas para la magnitud y para la fase, y haciendo
variar @ tenemos:

|H{w)|
1

1] = t w
ih

Figura 10-16
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_<Hiw)

180

I:ll:l
WIL

Figura 10-17

Ejemplo 10-5. Impedancia y frecuencia de resonancia.

Para el circuito de la Figura 10-18:
a. Encontrar la impedancia vista por la fuente.
b. Encontrar la frecuencia de resonancia en funcién de R, C;, C,y L.

c. Encontrar el circuito equivalente en DC y en alta frecuencia.

Co
H
Vi) () e [
Figura 10-18
Solucién
Parte a)
— || jOL +——
e+ s -
z:RJ{.l]//(ijJr.lJ:R*_ Job, JoL, “R+- (J.a)L)(]a)'Cz)H2
joC, joC, ol + joC, + joC, +]a)L(—a) ClCz)
joC, joC,
_R 1-w’LC, _ 1-w’LC,

+j[—w%cxg+w@5+qﬂ +—jwﬁqucz—@y+ng
1-w’LC,

o |0’LC,C, -(C,+C,)|

=R+
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Parte b)
Z =R(w)+ jX(w)
-0, ’LC 1
X (a)res ) = 0 = i 2 = 2 1 = a)res =
a)res ' la)res LCI CZ - (Cl + CZ )J LC2
Parte c)
En la Figura 10-19 se puede ver el circuito para DC y para frecuencias altas
equivalente.
DC w >>
= R
Vift) () vinlt) ()
. ——— -
a) b)
Figura 10-19

Ejemplo 10-6. Impedancia y frecuencia de resonancia.

Dado los siguientes circuitos calcular:

o o
e b e
R S
a) b)
Figura 10-20

a. La impedancia Z del circuito (a).

b. Laimpedancia Z del circuito (b).

c. Lafrecuencia de resonancia @,,, del circuito (b) en funciénde L, Ry, R,y C.

d. La frecuencia de resonancia @, reemplazando los valores dados Ry =1k Q,
R2=5k Q, C = 2uF y L=1 mH.

e. Laimpedancia para la frecuencia de resonancia @,,, .
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Solucién
Parte a)
Z=R +(z. 112, )=R +| IR,
: joC
. IC 'Rz iaC R
=R, +| 1% SO N R 42
1 r. [\JeC 1+ jwCR,
joC
g R 1-joCR, R R — joCR;
1+ jwCR, 1- jwCR, 1+ (wCR, )’
R , wCR;
=R, + 2 > =) 2 5
1+ (wCR,) 1+ (wCR,)
Z =R(w)+ jX(w)
R
R(w)=R, + —
1+ (wCR,)
— oCR;
X(o)= el .
1+(wCR,)
Parte b)

La impedancia es la misma del punto anterior mas la impedancia de la inductancia.

R oCR;
Z=joL+R, + : —j- >
/ " (ecr, ! [1+(a)CR2)2j
Z = R(w)+ jX (@)
R
R(w)=R, + 2
(@) 1+(wCR, )
wCR?
X \w)=awL - 2
(@) 1+(wCR, )’
Parte c)
2
X(a)res ) = 0 = a)resL - a)res CR2 2 = 0
1 + (a)res CRZ )
a)resCR22
a)res = —2
1 + (a)res CRZ )
2
a)res = L CR2 _1
CR, | L
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Parte d)

wres = 3 1 6 - 1 2 :22360 ray
13107 x2x10  (2x107 x5x10°) seg

Parte e)

R, 2000

R(a)res): R, + =1000 +
l CR,)’ 1+(22360x2x10°¢ x5x10° |

1+ (a)
=1000.1Q

res

Z(w,, )= R(w,, )=1000.1Q

Como esta en resonancia el angulo de fase es cero.

Ejemplo 10-7. Fasores y fuentes controladas.

Dado el siguiente circuito:
a. Encontrar una expresién para ix(t) si Vi(t)= 10cos(120t+50°)V
b. Calcularix(t) siR=1k Q, C = 2puF y L=1 mH

3,

15 Il
V‘C) — %L

Figura 10-21
Solucién
Parte a)

El equivalente del circuito se presenta en la siguiente figura:

y 3x
[Zp—e—& A
[E£ — Ie)

(e

Figura 10-22
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

V,=V,+3l, = V,=V, =31,
V.=V, +3I, = V,=V,-3I,
Va_I/i Va Vb
+

Zy Ze Z,

V. =37
V L_ﬁ.i —_ 1 _}.I/”iX:O
ZC

=0

Vo= 1 : 3
Zy ! +—+L—
ZR ZC ZL ZLZC
Va Vi

+ +
ZR ZC ZL ZLZC
I _ ZL Vvl
N ZZ, 42,7y +Z 7y -3,

-— joL - v
JO% L oRL+ 3R
joC joC

_ joL V

i

L R

E+J(0RL—]E—3R
jo’LC

(L —30RC)+ j-(@RLC - R)

V.(£)=10cos(120 + 50°) = V,=10250° &=120

Iy = i

Parte b:

SiR=1kQ, C = 2yF y L=1 mH
(1201 (1x107 J2x107)
(120107 =3-(120)x 107 x2x 107 )+ j - (120> x10° x 10~ x2x 107 —10°
j-2.88x107° 2.88x107° £90°)- (10.£90°)

= 110.£50° = (
~0.6+ j-(~1000) ~1000.£90°

i

I, =

I, =288x107"2£-90°

iy (£)=2.88x107 cos(120z — 90°)
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Ejemplo 10-8. Fasores y resonancia.

Dado el siguiente circuito con entrada AC, para la cual i(t) y v(t) estan en fase,
encontrar:

a. Una expresion para @,,, .

b. La magnitud de la corriente sabiendo que Vpico es 10V.

c. Calcular los valores numéricos de (a) y (b) si L=1H, R1=2Q, R,=1Q y

C =1/5F.
R
iy
li .
v —c
Rz
Figura 10-23
Solucion
Parte a)
V=v,/6,
1=1,/6,
0, =0

Cuando voltaje y corriente estan en fase 7V = 7i.

V_z,6,- Vs by Vo s, -0) =0 200 =
I 1,26, 1, I,
m ?’" HZ = 00 X(a)res): 0

Z=R+(Z,+2, )11 Z,

ja)L+ R,
Z\Z, +R Z,Z.+R,Z i i i
=R + C(L 2):R1+LC Sty JjoC  joC []CUCJ
R,+Z, +Z, R,+Z,+Z, R+ jol + 1 joC
joC
B R, +jol R, + jol (1-@?LC)- j(wR,C

)
- R :
v (1-w*LC)+ j(wR,C) " (1- 0*LC)+ j(0R,C) (1-w*LC)- j(wR,C)
a+jb _a+jb c—jd _(ac+bd)+j(bc—ad)

Como = =
c+jd c+jd c—jd c’+d?
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

Im| a+jb :bc—ad:() = bc—ad=0
c+jd ) c*+d?

Paraestecaso: «=R, b=w L c=1-0,'LC d=o,R,C

res

Reemplazando se obtiene:
bc—ad =0
(@01~ 0, °LC)- (R, Yo, R,C)=0
L(1 - a)mzLC)— RIC=0
L-o, ' I’C-R}C=0
w, ' [’C=L-R:C

2
2 1 R,
a)res =07
LC L
2
1 R,
a)i‘CS = o T
LC L

Parte b)
1= Z(o)=R(ay)+ X (@)= Rloy)=Re(Z(0)

ac+bd (R, )1-0’LC)+(wLYwR,C) o R—@'RLC+@RLC

RelZ)=R, + =R, +
e( ) et ad? : (1—a)2LC)2 +(szc)2 ' 1-20°LC + 012 C? +0’R;C?
R,

—R, +
'+ 0?(RICT - 20C)+ o' 1P C?

Reemplazando por el valor de @ encontrado en el numeral (a) se obtiene:

R \ R L
Re(Z)=R 2 -R 2 _p
e( ) 1+1+a)2(R22C2—2LC)+(04L2C2‘@:&) 1+R22C 1+R2C
0 L
. L
Z(wy)=R(@,)+ jX (@)= R, )= R, +R C =Zy
2
\% 10£6,
I,=—>= i
Zo R, +
R,C
10
Ipico = L Hi ZQV
R, +
R,C
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

Parte c)

Con L=1H,R1=2 Q, R,=1 Q, C = 1/5F.

e (3 - ) -

W, =2
;10 10
" R, + L 2+ !

Fre 2Ty
10
Ipico_7A

Ejemplo 10-9. Fasores y resonancia.

Una fuente con voltaje v (t):10cos(5t+40°)V alimenta una impedancia con

\Z\:SQ.CaIcular is(t) si se sabe que el circuito opera a la frecuencia de
resonancia.

Solucién
vg(t)=10cos(5t +40°)V = V4 =102£40° w=5
Z| =50

Si hay resonancia V esta en fase con I

L= 1 sage Ve _10£40°
zZ 7,6,

_10_10_
szl s
40°=40°-60, =6, =0°
por lo tanto,

I, =2/40° = i(t)=2cos(5¢+40°)

Ejemplo 10-10. Fasores y w.

Para la red mostrada en la siguiente figura, con sefal de entrada AC:

Antonio José Salazar Gémez — Universidad de los Andes
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

W () VaZR=\LC

mY

Figura 10-24

a. Demostrar que |Vo|=|Vi| independientemente de la frecuencia.
b. Dar una explicacion fisica a lo anterior.

c. Mostrar que la fase entre Vo y Vi cambia de 0° a -180° al variar la frecuencia
entre cero e infinito haciendo los calculos necesarios y graficando la fase.

Solucion

Parte a)

Hay cuatro nodos pero uno es tierra (E) y otro es el de la fuente (D),
por consiguiente, quedan dos nodos:

VA_K+Q+VA_VB:0
ZL Zc ZR
nodo A: 1 1 1 ! V
SRS M
ZL Zc ZR ZR ZL
V=V, Vy=Vi V,
B 4, "B i, "B _
Zp Zc L
nodo B: { 1 { 1 v
—VA+VB(++j= '
R Zp Zco Z, Zc
1 1 1 1 1
- 7+7 —_— -
Zy Lo Zy Zy {VA}Z Z V.
_L L_}.L_}.L VB L
Zg Zg c L Zc

Se necesita despejar V5 y Vg del sistema para obtener:

Vo=V,=Vpg

LM

Para un sistema:
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10.3. IMPEDANCIA FASORIAL

con a=d y b=c se tiene:

u b a u
vV a b v
X, = X, =
1 2 2 2 2 2
a —b a —-b

X —x, = (au—bv)—(av—ub) a(u—v)+ b(u —v) B (u—v)(a+b) —

u—v
a’-b’ - a’-b? _(a—b)(a+b)_a—b
Aplicando esta solucién al circuito se obtiene:
b L1
VA VA VA Z Y -Y
v,=V,-V,=V. = < =V L < =V, R
0 4 B | 1 1 -1 1 1 2 Y, +Y. +2Y,
—_—t—t— —+ +— L N R
ZL ZC ZR ZR ZL ZC ZR

——jaC
S R A ij_V{ 1+@'LC
0o~ Vi T =7
L — W' LC+ j2av
.1L+ijJr2 /f joL | 1-0’LC+ jl2ovLC)
J .

H(jo)
V,=V,-H(jo)
Vol =] [ H ()
1+w’LC
H(jw)=
Vo) —oics jaViLC)
H(jo) = 1+ 0’ LC _ 1+ 0’ LC
Jo-w1c) + oy 1-o?LC) + o/LC)
‘H(]a)] _ 1+ COZLC
N1-20*LC +(0*LC) +40°LC
H(jo) = 1+ w’LC _ 1+e’LC _1+a)2LC:1

\/1+2a)2LC+(a)2LC)2 \/(1+a)2LC)2 1+ @’LC

= ‘VO‘Z

Vi

Parte b)

2V, =LV, - H(jo))= 2V, + £H(jo)
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

p=2V, -2V, = 2H(jw)= L1+ &’ LC)- £(1- 0’ LC + j20/LC))
=0-£1-0’LC + j20[LC))
=—tan”' (2(0@ )

1-w’LC

Para w, =0:

¢=—tan"'(0)=0°

Para @, — oo:

g=— lim tan"t| Z2EC | _ 500
W= l-w’LC

Parte c)

A baja frecuencia (a) - O):

~ .
() Yo =R
PN

Figura 10-25
=2V, =2V,
Vo=V, >¢=0

A alta frecuencia (o — o):

6 Vo 2R

Figura 10-26

=2V, -2V,
V,=-V, > LV,=ZV,-180° — $=—180°
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10.4. SIMULACIONES

10.4. SIMULACIONES

10.4.1. SENAL EXPONENCIAL COMPLEJA Y FASORES.

Im f(t) = cos{wt + &)

fr

F

Funcion Exponencial Compleja

M ¢ frec
[ 88 |50.5g| [60] FEC =fr=M e i@+ = M cos(wt + ¢) + j M ot + ¢
i f(t) = cos(wt + ¢) = Re{fr}
- _—__ﬂ] ::H F= Fasor= Melil$) = MCOS(¢)+]M ¢
Z| = = r=F e
= = -
——— - Reset
fasar rofatario -
Uiniversidad de Sirmular
'] )los Andes '\
Figura 10-27

Descripcion

Esta simulacion permite mostrar la relacion entre una sefal senoidal y su sefial
exponencial compleja SEC (fasor rotatorio) asociada y como transformar de una a
otra sefial en los dos sentidos. También permite ver la relacion entre la SEC y el
Fasor asociado y entre este fasor y la sefial senoidal viendo la correspondencia
entre sus magnitudes y angulos de fase.

Uso educativo

Esta simulacion se presenta como un complemento a la clase presencial, para
estudiantes de primeros semestres de Ingenieria Eléctrica, Electrénica y Mecanica.
Una vez los estudiantes manejan los conceptos de sefial exponencial compleja y
fasores pueden interactuar con la simulacion para ver los efectos de los cambios
en la magnitud y la fase de un fasor con la sefial senoidal asociada al mismo.
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10. ANALISIS SENOIDAL POR FASORES

10.4.2. FASORES. MAGNITUD Y FASE.

T‘ F3

Fa F1

F1 F2 F3
M & M M ¢ frec
[100] o | 100 |-120] 100 |-120] |60 ] Reset

.j —_ . _j — _ Sirnular
1= ::H m :: m :: :: fasor rotatorio =
I [ - = (R
S EE
£ = s = R
iosEndes
Figura 10-28

Descripcion

Esta simulacion permite mostrar la relacién entre una sefal senoidal y su sefal
exponencial compleja SEC (fasor rotatorio) asociada. También permite ver la
relacién entre la diferencia de los angulos de fase de varios fasores y el desfase en
las senales senoidales asociadas. Con el uso de tres fasores permite explicar los
conceptos de fuentes trifasicas.

Uso educativo

Esta simulacion se presenta como un complemento a la clase presencial, para
estudiantes de primeros semestres de Ingenieria Eléctrica, Electrénica y Mecanica.
Una vez los estudiantes manejan los conceptos de sefal exponencial compleja y
fasores pueden interactuar con la simulacion para ver las relaciones entre los
angulos de fase de los fasores y la fase de las sefales senoidales asociadas.
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10.4.3. FASORES. OPERACIONES

Im
100
47
FR / {
S 5 5 :
Re : : \
E
=100 ' '
F1 F2 FR
M & M ¢ M §
[80 ] [50 | o |[50 |-120] [ 50 |[60]
:: :: ::H E“ :: Sumar v fasor rotatorio v
:E :_1 :_’ :_ :E Reset Simular
L.
__] =i = =
Universidad de
1 1los Andes '\]
Figura 10-29

Descripcion

Esta simulacion permite mostrar los resultados de sumar, restar y multiplicar
sefales exponenciales complejas SEC o fasores y el resultado en las sefales
senoidales asociadas a ellos. Muestra los cambios en la magnitud y fase de la
sefal resultado al variar los fasores originales y el cambio en la frecuencia al
multiplicar dos SEC.

Uso educativo

Esta simulacion se presenta como un complemento a la clase presencial, para
estudiantes de primeros semestres de Ingenieria Eléctrica, Electronica y Mecénica.
Una vez los estudiantes manejan los conceptos de sefial exponencial compleja y
fasores y operaciones entre ellos pueden interactuar con la simulacién para ver las
relaciones entre los angulos de fase y las magnitudes de los fasores originales y
los del fasor resultante o la sefial senoidal resultante. Al multiplicar dos sefiales de
la misma frecuencia muestra como la sefial resultante tiene una frecuencia
duplicada.
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10.4.4. FASORES. MAGNITUD Y FASE

| H(a)]

Cc
N o <Hw[o]
= = I (N o f —
= = | W @] i) - ———
= = = :% _ <H{a) [2(i- ez} +(ez)
= = o - -
22

=]
L
B,

I

Vow _ Jak \
V. RI- &L+ jal o : L - @

-180

—— Reset - . _-1 @l .
Dissris =)
Figura 10-30
Descripcién

Esta simulacién permite mostrar la dependencia de la magnitud y la fase de la
impedancia y de una la funcion de transferencia en funcién de la frecuencia.

Uso educativo

Esta simulacion se presenta como un complemento a la clase presencial, para
estudiantes de primeros semestres de Ingenieria Eléctrica, Electrénica y Mecanica.
Una vez los estudiantes manejan los conceptos fasores y su magnitud y fase en
funcion de la frecuencia ellos pueden interactuar con la simulacion para ver cémo
la funcion de magnitud o la funcion de fase de una funcién de transferencia,
respecto a la frecuencia depende de los valores particulares que tengan los
componentes del circuito (R, L o C). Igualmente puede observar la variacién de la
impedancia respecto a la frecuencia.

222
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10.4. SIMULACIONES

10.4.5. POTENCIA ACEN ESTADO ESTABLE

() = U2[V Lucos(h - & )] + 2]V, I cOS2WE+ § ,+ § )]

Py = Vi Ly cos((y = & i) = Vi £y cos(b.)
= - 3 :
b 0 - : . ¢
| Re \@‘W
=
S =V L* = Vi Ly cO8{d.) + Vs Ly 8in{,) = P+ j
Im
A I
Fu L'L‘v L = + i T /_‘1"
frreef[ o [ s ][ 3 ] [as2][25] s e
= ::Il_._" = =077 S = P +
:: ‘_1 ] retraso F Re
:_:1 -__ :E Rezet
- = =
Uiniversidad de
mlosﬁndes
Figura 10-31

Descripcion

Esta simulacion permite mostrar los conceptos Potencia AC en estado estable,
Potencia Activa, Potencia Reactiva, Potencia Aparente, Potencia Compleja y
Factor de Potencia en funcion de la impedancia y las relaciones entre voltaje y
corriente fasorial.

Uso educativo

Esta simulaciéon se presenta como un complemento a la clase presencial, para
estudiantes de primeros semestres de Ingenieria Eléctrica, Electronica y Mecanica.
Una vez los estudiantes manejan los conceptos de potencia compleja, potencia
activa y reactiva, potencia aparente, impedancia y factor de potencia, los
estudiantes pueden interactuar para analizar los efectos del cambio en la
impedancia sobre la potencia, tanto en el plano complejo como en el tiempo. Estos
cambios se pueden observar al cambiar el fasor de voltaje o la magnitud y fase de
la impedancia.
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