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Los fendmenos quimicos, presentes en todas nuestras
actividades cotidianas y gracias a los cuales es posible la
existencia tal como la conocemos, consisten en la reor-
ganizacion de las partes constituyentes de la materia: las
moléculas y los dtomos. Estos a su vez estan compues-
tos de particulas cargadas eléctricamente. Generalmente
estos constituyentes microscopicos son eléctricamente
neutros. Sin embargo, es posible que fendmenos fisicos
0 quimicos produzcan particulas con carga neta diferen-
te de cero. El escenario de tales sistemas a nivel micros-
copico es el de muchas particulas interactuando mediante
la fuerza electrostatica de Coulomb. En este articulo dis-
cutimos algunas propiedades de estos importantes sis-
temas, en particular propiedades que dependen de su
forma, o0 mas precisamente de su topologia, lo cual nos
permitird encontrar una relacion interesante entre estos
sistemas, tan comunes en nuestras vidas, con concep-
tos matematicos que podrian pa-

recer lejanos a nuestra realidad.

> Un poco de topologia

Desde nuestra nifiez hemos esta-
do familiarizados con las formas
del mundo que nos rodea. Es asi
como aprendemos que un trian-
gulo es diferente a un circulo y 3
estos a su vez son diferentes de 0

un cuadrado. Probablemente, de
observaciones tan “obvias” como 5
estas surgié lo que conocemos

como la geometria euclidiana. Sin Q
embargo, no toda la matematica
estd sustentada en observaciones
como esas. Por ejemplo, para la
topologia, el nimero de lados o
angulos de un tridngulo no son
relevantes, 1o que importa son
aquellas propiedades de la figura 7
que permanecen inalteradas bajo
deformaciones. Es asi como en el 9
sentido topoldgico, un triangulo,

un circulo y un cuadrado son

equivalentes.
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Por esta razon, John L. Kelley, un cono-
cido matematico del siglo XX, solia refe-
rirse a los top6logos como matematicos
que no conocen la diferencia entre una
donut o rosquilla'y una taza de café [1].
Afortunadamente esta diferencia es ob-
via en lo concerniente a la vida practica —ja nadie le gus-
taria masticar su tasa de café mientras agita el azucar de
su rosquilla caliente!—, sin embargo, el concepto de iden-
tidad topoldgica no esté tan lejos de nuestra realidad fisi-
ca como podria pensarse. En este articulo veremos un
ejemplo de como la igualdad de dos sistemas, en el sen-
tido topoldgico, hace que ellos posean caracteristicas si-
milares en una propiedad fisica: su energia, que es
susceptible de ser medida. Pero antes, permitanos el lec-
tor plantearle un pequefo acertijo topoldgico:

Considere las estructuras de la figura 1, hechas de esfe-
ras conectadas por bandas elasticas. ¢ Cuales de ellas son
topoldgicamente equivalentes? Encuentre las respuestas
al final del articulo.

Un invariante topoldgico, es una cantidad que se mantie-
ne invariante bajo transformacio-
nes topoldgicas, es decir, bajo
deformaciones “elasticas” que
mantienen la proximidad entre
puntos vecinos [2]. Transforma-
ciones como estas nos permiten
convertir una en otra las estruc-
turas topoldgicamente equivalen-

A tes de lafigura 1,y laformade la

6 tasa llena de café de nuestro

ejemplo anterior en una donut. En

dos dimensiones, el invariante to-
polégico mds importante se co-
noce como el nimero de Eulery

se denota por la letra griega y

(chi). Asi, dos figuras topol6gi-

camente equivalentes comparten

el mismo nimero de Euler. La de-
finicion de este niimero es muy

sencilla [1,5]:

¥=2-(2 x numero de asas 0 aga-
rraderas)-(nimero de bordes).

Por ejemplo, una esfera no tiene

Figura1.  hordesy tampoco asas. Por otro

Equivalencia topoldgica



Figura 2.
Objetos con asas y bordes,
para calcular su ndmero de Euler

lado, la donut de nuestro ejemplo no
tiene bordes pero tiene una agarra-
deray su namero de Euler es cero, el
mismo que el de una taza llena de
café, la cual también tiene una aga-

rradera. Como ejercicio, ¢podria el
lector encontrar el nimero de Euler
de los siguientes objetos de la figura
27?7 Encuentre las respuestas al final
del articulo.

> Un poco de mecanica estadistica
Ya sea por razones culinarias o cien-
tificas, todos algunas vez en la vida
hemos realizado la simple tarea de
disolver sal en agua. Pero ¢en qué
consiste el proceso de disolucion?
Consideremos un cristal de sal, re-
cordemos que este sdlido esta forma-
do por a&tomos de sodio y &tomos de
cloro. Recordemos también que el
agua es un compuesto polar, es de-
cir que sus moléculas tienen un ex-
tremo positivo y otro negativo.
Cuando un cristal de cloruro de sodio
es introducido en el agua, se produ-
ce una interaccion entre las molécu-
las de agua y los atomos del solido,
de forma tal que estos dltimos tien-
den a separarse. Los atomos de cloro
quedan con una carga neta negativa
que atrae la parte positiva de las mo-
léculas de agua. Similarmente los ato-
mos de sodio, que quedan con un
exceso de carga positiva, atraen la

parte negativa de las moléculas de
agua, produciéndose asi una solu-
cion de iones como se muestra en
la figura 3.
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Figura 3.
Solvatacion de NaCl
Se dice entonces que los iones han
quedado solvatados, es decir rodea-
dos por las moléculas del solvente.
En el caso particular del agua, se dice
que los iones han quedado hidrata-
dos. Tal solucidn de iones es un ejem-
plo de lo que en quimica se conoce
como electrolito [3]. A causa de la di-
ferencia en la carga eléctrica, los io-
nes interactdan entre si mediante la
fuerza de Coulomb. Los electrolitos
y otros sistemas fisicos formados por
muchas particulas que interactian
mediante una fuerza de este tipo se
conocen genéricamente como siste-
mas de Coulomb. En esta denomina-
cion se incluyen ademads los plasmas.
Estos son gases tan calientes que a
causa de la agitacion térmica sus mo-
léculas se rompen produciéndose io-
nes con diferente carga eléctrica.

Veamos ahora c6mo nuestra simple
solucion de sal en agua es en reali-
dad un sistema fisico asombrosa-
mente complicado. Supongamos que
disolvemos una cucharada de sal co-
man, aproximadamente 20 gramos.
Como el peso molecular de la sal es
58.44 g/mol, en tal cantidad de agua



Figura 4.
Esfera de Debye

debe haber aproximadamente %(6x10“) moléculas, que al
hidratarse producen el mismo nimero de iones de sodio
y otros tantos de cloro. Suponga ahora el lector que se
dedicara toda su vida a contar y trabajara a toda veloci-
dad, desde la edad que aprendio a contar hasta la edad
de su retiro, sesentay cinco afos. Seria considerado una
estrella si alcanza a la cifra de 2 x 10°. Ahora, suponga
que toda la humanidad, aproximadamente 7 x 10° perso-
nas se dedican a contar. Para alcanzar a contar uno por
uno los iones de nuestra solucion, en el régimen laboral
tendria que cambiarse la edad de jubilacién a 6’500.000
afos, lo cual sequramente disgustaria a muchos sindica-
tos. Pero eso no es todo, recuerde el lector que cada ion
interactlia con todos los demas iones de la solucion me-
diante la fuerza de Coulomb. Asi que si quisiéramos en-
contrar las ecuaciones que gobiernan el movimiento del
sistema tendriamos que sumar

lx(l><6><1023)x(l><6x1023)=2x1046
2 \3 3

fuerzas. Aqui hemos multiplicado por un factor % para
no contar dos veces la misma fuerza.

Obviamente ante semejante cifra tan monstruosa las leyes
de la mecanica newtoniana o el poder de las computado-
ras son indtiles. Este tipo de problemas dieron origenalo
que se conoce como mecdnica estadistica. En esencia, la
mecanica estadistica nos permite hacer indirectamente
tales sumas. En el mundo macroscopico la suma de ese
gran nimero de fuerzas se manifiesta como la presion y
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tension superficial del sistema. Cantidades como estas
se conocen como propiedades termodindmicas y son la
resultante a nivel macroscopico de las complicadas inte-
racciones que ocurren a nivel microscopico en la materia.

Aunque la mecdnica estadistica es una herramienta po-
derosa, para poder encontrar las propiedades termodi-
namicas de nuestra solucion de sal en agua, es necesario
introducir simplificaciones al problema. Es posible de-
mostrar que si la concentracion de los iones es suficien-
temente baja, de forma tal que la energia de agitacion
térmica de los iones sea mayor que la energia de interac-
cion electrostatica, los iones ya no interacttian todos entre
si sino Unicamente con sus vecinos mas cercanos. Tal
régimen se conoce como el régimen de Debye-Hiickel.
En este, cada particula del sistema crea alrededor de si
una nube de iones de carga opuesta que apantallan la
interaccion de Coulomb limitdndola a los iones de la nube.
Asi, union que se encuentre fuera de ésta practicamente
no sentira la presencia del ion apantallado.

Esta nube de apantallamiento es en realidad muy difusa
a causa de la agitacion térmica de los iones. Su tamafio
promedio se conoce como longitud de Debye y se sim-
boliza [,,. Esta es una cantidad muy importante en la
mecanica estadistica de los fluidos i6nicos y puede va-
riar considerablemente dependiendo de la temperatura,
la concentracion y la carga de los iones [4]. Como todos
estos parametros son faciles de controlar en el laborato-
rio, la longitud de Debye es también una cantidad muy
importante en fisica experimental. Como veremos a con-
tinuacidn, los sistemas con distintas longitudes de Debye
muestran marcadas diferencias en sus propiedades.

> Nuestros resultados

¢Qué tiene que ver el invariante topoldgico x con nues-
tra solucion de sal 0 mas generalmente con los sistemas
de Coulomb? Para responder esta pregunta empezare-
mos considerando uno de tales sistemas en forma de
disco. La frontera del sistema esta rodeada de un mate-
rial conductor, un metal por ejemplo, que se mantiene
conectado a tierra para que el potencial eléctrico en la
frontera del disco sea constante e igual a cero. Reciente-
mente los autores desarrollaron un método para calcu-
lar las cantidades termodindmicas para este sistema [5].
Estas se pueden escribir convenientemente en una sola
expresion, la cual se conoce en termodinamica como el
gran potencial y se denota por la letra griega Q (omega).
El gran potencial representa la maxima energia que se



puede sacar, como trabajo, de un sistema termodinami-
co. Para aclarar este concepto, consideremos el siguien-
te ejemplo:

Figura 5.
Pared adiabética permeable dentro de un émbolo

En la figura 5 vemos un sistema confinado a un cierto
volumen. Una de las paredes es un émbolo que puede
moverse libremente dependiendo de las condiciones del
sistema y del ambiente que lo rodea. Supongamos que
esta pared movil esta hecha de un material que permite
el paso de particulas. La pared puede moverse hacia la
derecha a causa de dos mecanismos. Cuando el sistema
se calienta se expande y mueve la pared. Por otro lado,
particulas del exterior pueden entrar al sistema aumen-
tando la presion en el interior, la cual mueve la pared. En
ambos casos se produce una fuerza neta sobre la pared
movil, la cual al moverse entrega trabajo al ambiente al
comprimirse el resorte. La maxima cantidad de trabajo
que puede sacarse del sistema es la diferencia del gran
potencial entre los estados inicial y final.

En el caso del sistema de Coulomb en el disco, nuestros
cdlculos arrojaron el siguiente resultado:

Qdisw L 1
k,T 4n2lf,

[anlD -y + 1 |2
2 81 6

D

La constante k&, se conoce como constante de Boltzmann
y T es la temperatura del sistema. Asi, k,T es la energia
cinética promedio de uno de los iones. Esta cantidad se
introduce en la formula para que el gran potencial quede

expresado en estas unidades naturales de energia. En el
primer término, del lado derecho aparece el factor nR?,
que es justamente el area de un disco de radio R. Asi que
el coeficiente que acompaiia a este factor nos da la pre-
sion del sistema. El simbolo ¥ se conoce como la cons-
tante de Euler —no confundirla con la caracteristica de
Euler %— que tiene el valor aproximado de 0.57721. La
parte entre corchetes cuadrados es practicamente cons-
tante ya que la funcion logaritmo varia muy lentamente
al cambiar su argumento, pero el término

1
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Si puede variar considerablemente al cambiar la longitud
de Debye. Vemos entonces que la presion del sistema
depende fuertemente de los parametros de los que de-
pende /,,, es decir de la concentracion, la temperatura y
la carga de los iones. El coeficiente que acompafia a 2nR,
el perimetro del disco, nos da la tensién superficial. Esta
también depende intensamente de la longitud de Debye;
asf, un sistema con [, pequefia mostrara una gran ten-
sion superficial.

El tercer término, sin embargo, es de una naturaleza muy
diferente. Este término es independiente de las propieda-
des microscdpicas del sistema, ya que no depende de
[,,. Es decir, no importa si cambiamos el tipo de iones
que estamos considerando o su concentracion, este tér-
mino en el gran potencial siempre serd el mismo. En este
sentido decimos que este es un término universal en el
gran potencial.

Veamos ahora qué pasa si cambiamos la forma de nues-
tro sistema. Supongamos que en lugar de ser un disco,
el sistema tiene forma de anillo, con frontera interior de
radio R, y frontera exterior de radio R,, ambas conecta-
das a tierra. En este caso nuestros calculos del gran po-
tencial arrojaron el resultado:

Qamll{)
k,T

1

|
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La presion del sistema, el coeficiente que acompafa el
drea del anillo z(R; — R’) en el primer término, resulta
ser igual al caso del disco. La tension superficial, el tér-
mino que acompana al perimetro total del anillo, 2m(R, +
R,), es también igual. Nuevamente ambas cantidades de-
penden de las propiedades microscopicas del sistema,
es decir de /,,. Notamos sin embargo que en este caso el
tercer término, el término universal, no aparece.
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Es hora de usar nuestros conoci-
mientos de topologia. Recordemos
que el nimero de Euler, i, para un
disco es unoy para un anillo es cero.
¢ Sera posible entonces que el coefi-
ciente de nuestro término universal
tenga algo que ver con el nimero de
Euler del sistema? Ciertamente un par
de ejemplos no son suficientes para
afirmar tal cosa, pero la investigacion
de los autores demuestra que es asi.

Para lograr probar esto fue necesa-
rio encontrar el gran potencial para
un sistema de forma arbitraria. En
este caso general, encontramos que
el término universal es igual a:

XnR.
6

Asi, en el caso de undisco x =1, este
toma el valor:

llnR
6

y en el caso de un anillo este térmi-
no se anula lo cual concuerda con
nuestros resultados previos.

> Escuchando la forma de un
tambor: algunos detalles

sobre nuestro método

Como mencionamos en la seccion
anterior, para encontrar la expresion
general del término universal en el
gran potencial, necesitamos resolver
el problema para cualquier geome-
tria. La solucion a este problema esta
muy relacionada con un problema de
matematicas famoso, que fue plan-
teado y parcialmente resuelto por
Mark Kac en los afios sesenta. Un co-
lega suyo, el profesor Berg, sugirio
plantear el problema en los siguien-
tes términos: “¢si usted conociera las
frecuencias del sonido de un tambor,
podria averiguar la forma de su mem-
brana?”, o en palabras de Kac: “; pue-
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Figura 6.

Membrana de un tambor en
vibracion (simulacion
exagerada). La curvatura
«interior» de la membrana
se refiere a la que resulta de
la ondulacion de la
vibracion

de uno escuchar la forma de un tam-
bor?” [6].

Este problema todavia no esta resuel-
to en su aspecto general pero, cuan-
do la membrana del tambor tiene la
forma de lo que los matematicos lla-
man “variedad Riemanniana”, se ha
podido demostrar que es imposible
determinar la forma exacta de la
membrana del tambor conociendo
sus frecuencias. Sin embargo, Kac y
posteriormente McKeany Singer [7]
lograron demostrar que es posible
determinar su area superficial y sus
curvaturas. Por curvaturas nos refe-
rimos no soélo a la curvatura del bor-
de de la membrana sino también a la
curvatura “interior”, como se ilustra
en la figura 6.

¢Qué tiene que ver todo esto con el
nimero de Euler y con nuestro pro-
blema de calcular el gran potencial
para un sistema de Coulomb? La re-
lacion con el nimero de Euler viene
en la forma de otro famoso teorema,
el teorema de Gauss-Bonnet [8]. Este
resultado relaciona ciertas integrales,
en términos de las curvaturas de una
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superficie, con el nimero de Euler.
En el lenguaje de Kac, este importante
resultado de geometria diferencial
nos dice que es posible oir el nime-
ro de Euler de la membrana de un
tambor.

La relacion de este problema geomé-
trico con los sistemas de Coulomb
tiene que ver con las frecuencias. Ma-
tematicamente, estas frecuencias son
una sucesion de nimeros cada uno
de los cuales tiene asociada una fun-
cion llamada “funcion propia”. Estas
funciones se pueden utilizar como un
molde para expresar otras en térmi-
nos de una suma infinita de ellas. En
nuestro trabajo utilizamos este hecho
para expresar el potencial de Coulomb
en términos de tales funciones pro-
pias. Luego, mediante una transfor-
macion utilizada en el estudio de la
teoria de campos cuanticos, conoci-
da como “transformacion de Sine-
Gordon”, logramos expresar el gran
potencial como un producto infinito
en términos de las frecuencias del
sistema de Coulomb, entendido
como la membrana de un tambor.
Como se explico anteriormente, la in-



formacion sobre la geometria de la membrana esta con-
tenida en estas frecuencias. En nuestro caso esta geo-
metria corresponde a la forma del sistema de Coulomb,
por ejemplo el anillo o el disco en nuestros ejemplos an-
teriores. Asi, utilizando algunas funciones especiales y
un procedimiento matematico conocido como “la regu-
larizacion zeta”, para encontrar nuestro producto infini-
to, logramos conectar el gran potencial con los resultados
de Kac, McKean y Singer. El lector interesado en los de-
talles de este cdlculo puede consultar la tesis de maes-
tria de Aldemar Torres, la cual se encuentra disponible
en la Biblioteca de la Universidad de los Andes [9].

> Resumen y conclusién

Hemos visto como una taza del café una rosquilla y un
pufado de sal disuelta en agua tienen mas en comdn
que ser ingredientes del desayuno de muchos de noso-
tros. Los fisicos tedricos frecuentemente utilizan ideas
matematicas muy abstractas para generalizar sus teo-
rias, hacerlas compatibles con otras y aplicables al ma-
yor numero posible de sistemas, por distintos que
parezcan al escrutinio de nuestros sentidos. Detras de
esas poderosas estructuras del pensamiento estd la rea-
lidad fisica del mundo material, de las cosas que pode-
mos medir y observar con nuestros sentidos o con
extensiones de los mismos. De esta manera, los resulta-
dos de la fisica tedrica a veces invaden el territorio de las
matematicas, y la frontera entre estas ciencias se torna
tan difusa como las nubes de apantallamiento de Debye.
En este articulo hemos querido presentar un pequefio
ejemplo de este tipo de razonamiento.

> Solucion a los acertijos

Figura 1

Sdlo las figuras 2y la 9
son topoldgicamente
equivalentes.

Figura 2

1) Balon, 0 asas, 0 bordes: y =2
2) Donut, 1 asa, cero bordes: x =0
3) CD, 0 asas, 2 bordes: x =0

4) Azucarera, 2 asas, 0 bordes: y = -2
5) Carpeta de argollas, 3 asas, 1
borde: ¢ =-5
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