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Prefacio

ESTE LIBRO NACE de unas notas de clase del curso Métodos Mateméaticos
para estudiantes de la carrera de Fisica de la Universidad de los Andes
que dicté en el segundo semestre del ano 2000 y en el primer semestre del ano
2002. Este trata los conceptos basicos de matematicas que todo fisico debe co-
nocer. Para abordar este libro el lector debe tener conocimientos elementales de
célculo diferencial, integral y vectorial, asi como nociones de algebra lineal co-
rrespondientes a los cursos universitarios de primeros semestres de toda carrera
cientifica. El contenido de este libro estd orientado principalmente a estudiantes
de pregrado en fisica aunque puede ser provechoso para estudiantes de otras
carreras cientificas como mateméticos e ingenieros. A pesar de esta orientacién
hacia la fisica se traté de mantener un cierto rigor matemaético.

El libro estda dividido en seis capitulos. Cada capitulo presenta la teoria
ilustrada con ejercicios, algunos de ellos resueltos, otros no. Al final de cada
capitulo hay ejercicios y problemas adicionales.

El primer capitulo trata sobre funciones de variable compleja. No se traté de
presentar un compendio sobre este vasto tema sino sélo lo esencial. En particular
se da énfasis en las aplicaciones del teorema de residuos al cdlculo de integrales
definidas. La principal bibliografia utilizada para esta parte es [Spi67} [Arf6o,
But68], [Kah91].

El segundo capitulo trata sobre las distribuciones o funciones generalizadas.
Se presentan primero de manera intuitiva con la distribucién de Dirac y luego se
dan algunos elementos de la teoria de Schwartz de las distribuciones, mostrando
asi el fundamento matematico de esta herramienta. La principal referencia para
este capitulo es naturalmente el libro de Schwartz [Sch66] asi como [Sch98|
Kah91].

Los capitulos [[TT, [V] y [V] tratan del andlisis de Fourier y la transforma-
da de Laplace. Aqui se abordan las nociones bésicas de estas transformaciones
para funciones y distribuciones asi como sus aplicaciones. Se presentan algu-
nos ejemplos de cémo aparece en fenémenos fisicos la transformada de Fourier,
por ejemplo en 6ptica, pero también su utilidad como herramienta matematica
para resolver ecuaciones diferenciales. La bibliografia en este tema es amplia.
Podemos citar [Arf66] [Sne51l, [Kah91l, [Sch98|, [Spi70] entre otros.

El ultimo capitulo aborda el tema de las ecuaciones diferenciales que mas
comunmente aparecen en fisica. Es la ocasién para presentar en detalle el méto-
do de las funciones de Green, y resolver la ecuacién de Laplace en diferen-

VII
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tes sistemas de coordenadas. Naturalmente se presenta entonces el estudio de
las funciones especiales que aparecen en la solucién de la ecuacién de Lapla-
ce, a saber los polinomios y funciones asociadas de Legendre y las funciones
esféricas arménicas para los problemas con simetria esférica, y las funciones
de Bessel para los problemas con simetria cilindrica. Para las propiedades de
estas funciones especiales el lector encontrard muy util consultar libros tales
como [GR94, Wat44] WW27].

GABRIEL TELLEZ
Bogotda, febrero 2003



Capitulo I

Funciones de una variable
compleja

EN ESTE CAPITULO estudiaremos las propiedades de las funciones de una
variable compleja con valores complejos. En particular nos interesa estu-
diar las funciones derivables (también llamadas holomorfas o analiticas). Estas
tienen una propiedad muy particular: una funcién de variable compleja deriva-
ble una vez lo es automaticamente una infinidad de veces. Esto es algo nuevo
con respecto a la funciones de una variable real en que una funcién puede ser
derivable una vez pero no dos o mas veces. Esta propiedad tiene consecuen-
cias muy especiales, una de ellas se conoce como la férmula de Cauchy que nos
permitird entre otros calcular muchas integrales definidas muy fécilmente.

1. Funciones analiticas y funciones holomorfas

1.1. Definiciones
En todo este capitulo, salvo menciéon de lo contrario, f es una funcién de
una variable compleja que toma valores complejos:
f: C—C (I-1.1)
2z f(2).

Definicién I.1.1. La funcién f es analitica en zg € C si existe p > 0 tal que
para todo z que cumple |z — zg| < p tenemos

F(2) =" an(z = z20)", (I-1.2)

n=0

con (a,) una secuencia de nimeros complejos.
Decimos que f es analitica en un abierto G de C si es analitica en todo punto
de G.



2 CAPITULO I. FUNCIONES DE UNA VARIABLE COMPLEJA

En otras palabras f es analitica en zg si posee un desarrollo en serie de Taylor
en la vecindad de zp.

Definicién 1.1.2. Una funcién f es holomorfa o derivable en zg si f estd de-
finida en la vecindad de zg y el limite

f(zo+h) — f(20) det

lim N = (=), (I-1.3)

existe.
Decimos que f es holomorfa en un abierto G de C si es holomorfa en todo
punto de G.

Se trata de la misma definiciéon que para funciones de variable real. Pero hay
que caer en cuenta de un punto importante: h es un nimero complejo. El limite
debe existir y ser tinico independientemente de como h se acerque a cero. Esto
tendra consecuencias importantes como lo veremos en la siguiente seccién.

Teorema 1.1.1. Toda funcién analitica es holomorfa y reciprocamente.

Es bastante evidente que toda funcién analitica es derivable. Si f(z) =
ZZ‘;O an(z — 2p)™ entonces:

f(z0+h) — f(20) _ (& n
W = 7 (;_:0 anh™ — a0> (I-1.4)

o0
=  a+ E anh™!
n=2

— ap .
h—0

Tenemos ademds f'(zg) = a;. O

La reciproca, toda funcién holomorfa es analitica, es también cierta (aunque
no es evidente). Veremos su demostraciéon més adelante. Notemos que esto es
completamente nuevo y es una propiedad muy fuerte. Para las funciones de una
variable real esto no es cierto: una funcién de variable real puede ser derivable
sin ser analitica.

Finalmente, para funciones de una variable compleja, los términos holomorfa
y analitica son sinénimos.

Ejemplo I.1.1. La funcién f(z) = z es holomorfa en todo C. La funcién f(z) =
Z, en donde Z es el complejo conjugado de z, no es derivable en ningin punto.

Ejercicio 1.1.1. Mostrarlo.

Algunas propiedades bastante evidentes para mostrar que una funcién es
derivable:

Teorema 1.1.2.

1. La suma de dos funciones derivables es derivable.
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2. El producto de dos funciones derivables es derivable.

3. El cociente de dos funciones derivables es derivable si el denominador no
se anula.

4. Si f y g son derivables entonces f o g es derivable. f o g(z) def flg(z) y

(fog)(2) = f'(9(2)d'(2). Es la regla de la cadena: % = %%.

5. Sifes derivable y su derivada f’ no se anulay f es uno-a-uno de un abierto
G hacia un abierto H, entonces la funcién reciproca f~! que aplica de H
hacia G es derivable. Su derivada es: (f=1)"(¢) = 1/f(f~1(¢)). O escrito

de otra forma: ¢ = f(2), z = f~1(Q), f'(z) = % y (f7H(¢) = ’2%2 = 1/%-

Son las mismas propiedades béasicas que para las funciones de una variable
real y se demuestran de la misma forma.

1.2. Condiciones de Cauchy—Riemann

Como mencionamos anteriormente el limite que define la derivada
no debe depender de como h tiende hacia cero. Eso impone varias condiciones
sobre las derivadas parciales de la parte real e imaginaria de f con respecto a
la parte real e imaginaria de z. Pongamos que z = x + iy con (z,y) € R? y
f(z) = u(z,y) + iv(x,y) con v y v parte real e imaginaria de f. Supongamos
que f es holomorfa en z y que las derivadas parciales de v y v en z existan.
Pongamos h = §z + idy. Tenemos

u(z +dx,y + 0y) —u(z,y) +i(v(z + dz,y + 0y) — v(w,y))

/ — 1 .
F'() g%glg dx + 10y
(I-1.5)
Ahora escojamos dy = 0 y miremos el limite cuando dx — 0.
f2) = 1lim u(z + oz, y) —u(z,y) + i (v(z+ dz,y) —v(x,y))
6x—0 ox
ou v
! = —+4+i—. I-1.6
) = il (1.6
De manera similar, tomando primero dz = 0 podemos mostrar que
v ou
"(2) = — —i=— . I-1.7
flo)=5—ig (11.7)

Comparando las dos ecuaciones ([-1.6)) y (I-1.7)) deducimos las condiciones de
Cauchy—Riemann:

v ou
87y = % s (I—l 8&)
v ou

Acabamos de demostrar que:
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Teorema 1.1.3. Si f es derivable y las derivadas parciales de u y v existen
entonces se cumplen las condiciones de Cauchy—Riemann. En otras palabras las
condiciones de Cauchy—Riemann son una condicién necesaria para que f sea
holomorfa.

Reciprocamente, si las derivadas parciales de u y v son continuas, las con-
diciones de Cauchy—Riemann son una condicién suficiente para que f sea holo-
morfa.

Ejercicio 1.1.2. Demostrar la reciproca.

El siguiente ejercicio contiene varios resultados importantes. Antes es tal vez
util recordar la nocién de convergencia simple y convergencia uniforme.

Definicién 1.1.3 (Convergencia simple). Una secuencia de funciones (fy)
definidas en un conjunto X (de C o de R) converge simplemente hacia una
funcién f si y solamente si para todo z € X,

lim fo(z) = f(2). (I-1.9)
n—oo
Definicién I.1.4 (Convergencia uniforme). Una secuencia de funciones (f,)
converge uniformemente en un conjunto X hacia una funcién f si y solamente
si

lim sup |fn(z) — f(z)] =0 (I-1.10)

n0 peX

Ejercicio I.1.3. Sea f(z) = Y_,° ;a,2" una serie de potencias de z con radio
de convergencia R.

1. Mostrar que la serie converge uniformemente dentro de todo disco de radio
r < R.

n—1

2. Mostrar que la serie de derivadas >~ na,z converge uniformemente

dentro de todo disco de radio r < R.
3. Mostrar que f es holomorfa dentro de su radio de convergencia.
4. Mostrar que f es derivable una infinidad de veces y que £ (0) = n!a,,.

Solucion.

1. Podemos usar el criterio de convergencia uniforme de Weierstrass que dice
que si en un conjunto R, existe una cota M, para una secuencia u,(z),
|un(2)] < M, para todo z € R y que > M, converge entonces »_ u,(z)
converge uniformemente en R.

Sea M tal que r < M < R. Tenemos ) |a,|M™ < ooy para todo z tal
que |z|] <7, |anz"| < |a,M™|. Cada término de la secuencia (|a,2™|) tiene
una cota superior M,, = |a,|M™ y la serie Y M,, converge, entonces la
serie Y a,z" converge uniformemente.
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Primero probemos que la serie > na,z"~! tiene mismo radio de conver-
gencia R. Sea |z| < Ry sea |zo| tal que |z] < |z] < R. Como la serie
> anz§ converge entonces lim, o anz§ = 0 y deducimos que existe un
N > 0 tal que para todo n > N, |a,z| < 1. Para n > N, los términos de
la serie derivada |a,n2""1| < n|z""Y/|2%| = u,. Pero vemos que la serie
> uy, converge pues limy, oo Unt1/un = |2]/|20] < 1. Asf la serie Y na, 2"
converge para todo |z| < R.

Por otro lado si |z| > R, sea |z| > |z|. Tenemos |a,nz""1| > |a,2"|/|20] ¥
como la serie 3 |a,2"| diverge entonces Y |na, 2" 1| diverge. Pero como
toda serie de potencias converge absolutamente dentro de su disco de
convergencia deducimos que Y na,z""! diverge. El radio de convergencia
de Y~ a,nz""1 es R, el mismo que para > a,2".

Aplicando los resultados del punto 1 para la serie > b, 2" con b, = (n +
1) @41 concluimos que la serie > a,n2""! es uniformemente convergente
dentro de todo disco incluido en el disco de convergencia.

Por la convergencia uniforme de la serie de derivadas ) nap,z" "1y con-
vergencia simple de la serie Y a,2"™ podemos intercambiar limite y suma-
toria y deducir que f es derivable en todo punto z al interior del disco de
convergencia.

Ademis -
fl(z) = Z annz"t. (I-1.11)
n=1
Maés generalmente tenemos
fP(2)=>"nn—1)--(n—p+1)a,z""". (1-1.12)
n=p

De este resultado deducimos que £ (0) = play.

O

Ejercicio 1.1.4. Sea f(z,y) = u(z,y) + iw(z,y) una funcién compleja de dos
variables reales. Definimos las nuevas variables z = x+iy y Z = x —iy. Podemos
ver a f como una funcién de z y z, f(z, 2).

1.

Mostrar que

0 170 .0

E = 5 (ar — Z&y) 5 (I—ll3a)
0 170 .0

0 0 0

= = 4, (I-1.13¢)
0 .0 0
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2. Mostrar que f es una funcién analitica (holomorfa) de la variable z si y

of _9f

. Of _ . of
solamente si 95 = 0 y que ademds f'(z) = o7

3. De manera similar, mostrar que f es una funcién analitica (holomorfa) de

la variable Z si y solamente si of _ 0 y que ademds f'(z) = % En este
caso decimos que f es una funcion anti-analitica de la variable z.

Usaremos muy a menudo esas derivadas parciales. Algunas notaciones usuales:

9
0.=0 = 5. (I-1.14a)
- 9
0: =0 = 4. (I-1.14b)

Ejercicio I.1.5. Pongamos z = e’ y sea f(z) = R(r,0)e'®("% . Mostrar que

las condiciones de Cauchy—Riemann en coordenadas polares se escriben

OR R 00

5 = e (I-1.15a)
OR 00

Ejercicio 1.1.6. Funciones armonicas.
Decimos que una funcién es armoénica en un abierto G si su laplaciano es
nulo en ese abierto. Sea f(x,y) = u(z,y) +iv(z,y) una funcién de dos variables.

1. Mostrar, usando las condiciones de Cauchy—Riemann, que si f es holo-
morfa entonces v y v son armonicas.

2. Mostrar que el laplaciano

2 2
Ader P00 9 9

57 a7 = 49595 (1-1.16)

Y deducir usando los resultados del ejercicio [.1.4] otra demostracién para
el punto 1.
Ejercicio 1.1.7. Sea u(z,y) = e ®(zsiny — ycosy).
1. Mostrar que u es armonica.

2. Encontrar v tal que f(z) = u + iv sea analitica.

1.3. Funciones trascendentales elementales.
Definimos la funcién exponencial por la serie

oo
2 def O 2"
e = 7'7

(I-1.17)

n=0
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y las funciones trigonométricas e hiperbdlicas

1z —iz iz _ ,—1z
dfZ T° J;e ;o osinz (I-1.18)
coshz & % , sinh z &' % . (I-1.19)

La funcién exponencial tiene radio de convergencia infinito. Por los resultados
del ejercicio [L1.3] deducimos que la funcién exponencial es analitica en todo C.

Ejercicio I1.1.8. Mostrar usando la definicién (I-1.17)) que (e*)" = e* y deducir
que e*th = ezeh,

Ejercicio 1.1.9. Mostrar que cosiz = cosh z, siniz = ¢sinh z, cos z = cosh iz y
sinh iz = ¢sin z. Encuentre un z tal que | cos z| > 1.

La siguiente funcién a estudiar es la funcion logaritmo. Sin embargo su defi-
nicién pone problemas porque la funcién exponencial es periddica en la direccion
del eje imaginario. Si ( = e* decimos que z es el logaritmo natural de (. Pe-
ro como e*t%2™ = % vemos que z + 2im también es el logaritmo de (. Més
generalmente todos los z + i27n con n € Z son logaritmos de (.

Esto nos lleva a introducir la nocién de funciones multivaluadas o multivocas.
Estas funciones pueden tomar varios valores para un valor fijo del argumento.
Esto por oposicién a las funciones univocas que toman un solo valor.

Empezemos por poner por definicién In1 = 0. Para definir el logaritmo en
otro punto z empezamos en 1 y nos movemos por el plano complejo sin el origen,
C\{0}, (puesto que el logaritmo de 0 no estd definido) hasta llegar a z, pero con
la convencion siguiente: si le damos una vuelta al origen en el sentido positivo no
volvemos al punto 1 sino a un punto por “encima” de este (e??™) que tiene por
logaritmo 2im. Igualmente si damos la vuelta en el sentido negativo llegamos a
un punto por “debajo” de 1 (e~%™). Podriamos seguir dando vueltas y cada vez
llegar a un punto diferente 2™ al dar |n| vueltas en el sentido positivo si n > 0
o negativo si n < 0. Este punto tiene logaritmo 2inm. Hemos asi definido un
nuevo conjunto que puede visualizarse como una superficie en espiral, también
llamada superficie de Riemann, y que se conoce como el recubrimiento universal
de C\{0}. Asi encima y abajo de cada punto de C\{0} hay una infinidad de
puntos que corresponden a “hojas” (hojas de Riemann) una encima de otra y
pegadas.

Ejercicio 1.1.10. Para tener una mejor idea del recubrimiento universal de
C\{0} construya un modelo en papel de esta superficie.

Para calcular el logaritmo In z hay que saber como se va de 1 hasta z (en
especial cuantas vueltas se dan alrededor del origen). El punto 0 “centro” de la
hélice decimos que es un punto de ramificacién. En la préactica lo mas sencillo
es poner z = |z|e? en forma polar, con @ € [0,27[. Si no se ha dado ninguna
vuelta alrededor del origen entonces Inz = In |z| + i0. Si se han dado n vueltas
alrededor del origen entonces In z = In|z| 4 i0 + i2n.
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En ocasiones nos limitaremos a trabajar en una sola hoja de Riemann, convi-
niendo que nunca daremos una vuelta alrededor del origen. Para esto escogemos
un corte en el plano complejo (por ejemplo la media linea ]—o0, 0]) que no atra-
vesaremos y consideraremos que la funcién logaritmo no estd definida ahi. Asi la
funcién se vuelve univoca y ademas holomorfa.

Ejercicio 1.1.11. Calcular la derivada de In z para z € C\ ]—o0, 0].

Podemos ahora definir la funcién potencia. Para cualquier a € C, la funcién

. . . , def . .
potencia a esta definida asi: z* = e®!"#. Por la presencia del logaritmo en la de-

finicidn, esta funcién es, en general, multivaluada y definida en el recubrimiento
universal de C\{0}. Pero hay casos particulares:

= Si a es entero positivo, se trata de la funcién potencia usual: z* = z-z--- 2
(a veces) y es una funcién univoca.

= Si a = p/q es racional consideremos dos puntos uno encima de otro sepa-
rados por g hojas de Riemann: z = |z]e!® y 2/ = |z|e’?*%¥4™  Claramente
tenemos 2/¢ = |z|%P?/a+2iP™ — »0 No tiene utilidad distinguir la hoja 0
y la hoja ¢ puesto que tienen mismas imédgenes. Asi para definir la funcién
potencia nos podemos limitar a ¢ hojas.

Ejemplo 1.1.2. f(z) =+/z= 21/2 est4 definida sobre dos hojas de Riemann.

D=1,  f()=e"2=1, (I-1.20a)
2T (™) =i = 1, (I-1.20b)
i F(elimy = 2im = 1. (I-1.20¢)

Podemos identificar los puntos e° y e*".

También puede haber recubrimientos universales de cualquier abierto. Por ejem-
plo para la funcién f(z) = \/z — z1/z — 22 tendriamos dos puntos de ramifica-
cion y “espirales” de dos hojas alrededor de cada punto z; y 2o.

U
El camino de la figura es cerrado en el recubrimiento universal de C\{b}
pero no lo es para los recubrimientos universales de C\{a}, C\{c}, C\{a,b, c}.

Ejercicio 1.1.12. Para la funcién f(z) = \/z — 21/2 — 22 con z; # 22, cons-
truya la superficie de Riemann sobre la cual estd definida. Muestre que con dos
cortes uno que empiece en z1 y vaya hacia el infinito y el otro en z5 y vaya hacia
el infinito sin cruzarse, la funciéon f es univoca. Muestre también que con un
solo corte [z1, 22] basta para que la funcién sea univoca.

Ejemplo 1.1.3.
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Ejercicio 1.1.13. Funciones hiperbdlicas y trigonométricas inversas.
Mostrar que

sinh™'¢ = In (< +/C2 1 1) , (I-1.21a)

cosh™ ¢ = In (g £/ 1) , (I-1.21b)
1

tanh ™' ¢ = 5111 (22) . (I-1.21¢)

Encontrar férmulas similares para las funciones trigonométricas inversas.

2. Representaciones geométricas

Como es bien sabido un niimero complejo z = x + iy puede representarse
en el plano por un vector r = (z,y). Usando las notaciones del ejercicio
podemos encontrar representaciones de los operadores diferenciales usuales en
el plano en términos de derivadas complejas.

= Gradiente: Sea ¢(z,y) una funcién escalar. El gradiente de ¢ es

99
B

F=Ve= aj; : (1-2.1)
dy

y se puede representar por la funcién compleja

F=2"+i—=2-" (1-2.2)

Recordemos que F es perpendicular a las curvas ¢ constante.

» Divergencia: A todo campo vectorial A(r) = (A;(r), Ay(r)) podemos
asociar una funcién compleja A = A, + ¢A,. La divergencia es V- A =
0 Ay + 0yAy. En términos de la funcién compleja A se expresa asi

V- A = Re(20,4) = %‘: + %‘2 . (1-2.3)

= Rotacional: Trabajando en el plano el rotacional no es un vector sino un
(pseudo) escalar: Rot A = 0,4, — 0, A,. Con complejos se representa asi

o4 M) . (1-2.4)

Rot A = Im(20,A) = 1 (8 s
i \ 0z z

Ejercicio 1.2.1. Verificar las formulas anteriores.
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3. Integracién compleja

3.1. Integral de linea

Sea un camino C en el plano parametrizado por dos funciones (X (¢), Y (¢)).
Es decir que un punto corriente M (¢) del camino tiene coordenadas (X (), Y (¢)).
El pardmetro t € [a, 8] y M(a) = Ay M(8) = B son los extremos del camino.

M(®)=(X(®. Y©))

A

Para dos funciones P(z,y) y Q(z,y) podemos definir la integral de linea o
integral de camino

B
[ 1PGade + Q) ™ [ IPCXO.Y(0)X'(0) + QUX(0. Y (O)Y 0] dr
* (1-3.1)
Para una funcién f(z) de una variable compleja también podemos definir
una integral de linea. Supongamos que los puntos A y B estan representados
por los nimeros complejos a y b, la integral de linea de f sobre C estd definida
por suma de Riemann

b N
[rere= [ Jim 3 An(@), (1:3.2)

Az —0 k=1

en donde hemos dividido el camino C en pequenos segmentos Az, = 2z — zk_1
y (i estd en el segmento [z;—1, 2]

Si f(2) = u(x,y) + iv(x,y) la relacién entre las dos integrales de linea es
/ f(z)dz = /(u + iv)(dx + idy)
C C
= /(udx—vdy)Jri/(udervdz). (1-3.3)
c

c

Si el punto corriente M (t) de la curva C estd representado por el nimero com-
plejo () (es decir que la curva estd parametrizada por la funcién compleja
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de una variable real t) entonces podemos calcular la integral de f por la férmula

B8 B8
/c f(z)dz = / FO(1)) dr(t) = / fO@Y @ d.  (13.4)

Esta es una de las férmulas que més usaremos para calcular integrales de linea
complejas.

Ejemplo I.3.1. Sea la funcién f(z) = 2™ con n € Z. Calculemos [, f(z)dz
para C un circulo de radio 1 centrado en 0. La curva se puede parametrizar con
la funcién v(t) = €' con t € [0, 27]. Tenemos

2m 2
/ 2"dz = / ()" d(e) = / emie’ dt
c 0 0

1 i(n 2m _ :
wrr [T =0, sin - (1-3.5)
2, sin=-—1

Teorema I.3.1. Si f(z) = F'(z) en un abierto que contiene C entonces

b
/ f(z)dz=F(b) — F(a) . (I-3.6)

Notar que en este caso la integral no depende del camino, solamente de los
puntos inicial y final. Caso particular: si el camino es cerrado [, f(z)dz = 0.

Demostracion.

b B8 B
[ F@a= [ Pooyma= | 4

7 |

[e3%

Con respecto al ejemplo podemos notar que si n # —1, 2™ = (2" /(n+
1))’ y se aplica el teorema que nos dice que la integral sobre un camino
cerrado es cero. Pero paran = —1, 1/z = (Inz)’. La funcién logaritmo estd de-
finida sobre el recubrimiento universal de C\{0} y el camino considerado en el
ejemplo [[.3.3] no es cerrado sobre esta superficie de Riemann: al dar una vuelta
llegamos a un punto sobre otra hoja de Riemann. De ahi que el resultado de la
integral no sea necesariamente cero.

3.2. Teorema de Cauchy
Presentamos ahora un teorema muy importante del andlisis complejo.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Cauchy). Si f es holomorfa en una regién
abierta R simplemente conexa entonces para todo camino cerrado C C R

/ f()dz=0. (138)
C

Si la region R es miultiplemente conexa se aplica el teorema a todo camino C
homdétopo a un punto.
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Expliquemos primero la terminologia. Una regién simplemente conexa es
una regién en que todo camino cerrado de esta envuelve sélo puntos de esta
region. Una regién es multiplemente conexa si no es simplemente conexa. Por
ejemplo un disco es simplemente conexo mientras que un anillo es multiplemente
conexo. El plano entero es simplemente conexo mientras que el plano sin un
punto es multiplemente conexo. Un camino cerrado hométopo a un punto es
un camino que puede deformarse continuamente hasta volverse un punto. En la
figura siguiente el camino 1 es homdtopo a un punto mientras que el camino 2
no lo es.

Camino 1

Demostracion. Si suponemos ademds que las derivadas de u y v (parte real e
imaginaria) de f son continuas podemos demostrar facilmente el teorema usando
la férmula de Stokes

j({(Pd:E + Qdy) = //((%Q — 0y P)dxdy . (I-3.9)

En efecto, tenemos

jif(z) dz = i(udm —vdy) + i%(udw + udy)

C

- //(Bmv + Oyu)dxdy +i//(8zu — Oyv)dxdy

= 0. (1-3.10)

El paso a la segunda linea se hace usando la férmula de Stokes y en el paso a la
ultima linea usamos las condiciones de Cauchy-Riemann (I-1.8)). O

Sin embargo la demostracién se puede hacer sin suponer que f’ es continua.
Esto es mas interesante puesto que veremos posteriormente que el teorema de
Cauchy implica que f es infinftamente derivable (y en particular f’ continua).

Ejercicio I.3.1. Demostrar el teorema de Cauchy sin suponer que f’ es continua
para un camino triangular.
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Solucion. Podemos descomponer el tridngulo A grande en cuatro triangulos
pequeiios Ay, Ar, Ap y Ary. Tenemos [ f = [y f+ [a, F+ Ja o f
por lo tanto | [, f| < |fA1 f|+|fAH f‘+|fAm f|+|fAI\, fI< 4|IA1 f| en donde
A es el tridngulo pequeno en donde la integral es mayor en modulo. Repitiendo
el proceso n veces tenemos | [, f| < 47| [ A, fl, para tridngulos cada vez més
pequenos que tienden hacia un punto zg.

Como f es derivable tenemos para z cerca a zo, f(z) = f(z0)+(2—20) f'(20)+
(z—z0)n(z) = a+bz+ (2 —20)n(z) con lim,_.,, n(z) =0y a = f(z0) — 20/ (20),
b= f'(z0) son constantes (no dependen de z). Ahora como a+ bz es la derivada
de az +b2?/2 su integral en un camino cerrado es cero fAﬂ (a+bz)dz = 0 segiin

el teoremal@ Queda pues | [, f| <47 [ 1(2)(z — 20) d2.

Llamemos P el perfmetro de A, claramente el perfmetro de A,, es P/2". Por
otro lado lim,_, ,, n(z) = 0 quiere decir que para cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal
que si |z — zg| < J entonces |n(z)| < €. Escojamos n suficientemente grande de
manera que P/2"™ < §. Asi tenemos |z — z9| < P/2" y entonces se cumple que
[n(2)| < €. Obtenemos

PP p?
/ n(2)(z — z0)dz SE/ |z — zo||ldz| <e—— =e—. (I-3.11)
A, . 2n 277. 477.
Finalmente
/ f’ <4 / n(2)(z — z0)dz| < eP?. (I-3.12)
A n
Y esto para cualquier € > 0, concluimos pues que |, Af=0. O

Algunas consecuencias directas del teorema de Cauchy. Si dos caminos C;
y Co son homoétopos (es decir se pueden transformar continuamente el uno en
el otro) entonces [, f(2)dz = [, f(z)dz. Si f es holomorfa en todo el plano

complejo la integral f; f(2)dz no depende del camino para ir de a a b.

S

a a
Lasintegrales son iguales. Lasintegrales son diferentes
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Ejercicio 1.3.2. Mostrar explicitamente que la integral de una funcién holo-
morfa es igual para los dos caminos mostrados a continuacion.

Como consecuencia del teorema de Cauchy podemos deducir una férmula
fundamental del andlisis complejo conocida como férmula de Cauchy.

Teorema 1.3.3 (Férmula de Cauchy). Sea f una funcién holomorfa en un
abierto G de C y sea zg € G. Sea un camino C C G que encierre el punto zg
dando una sola vuelta en el sentido positivo alrededor de este punto. Entonces

1 f(z)
f(z0) = ST M dz. (I-3.13)
Demostracion. Notemos primero que la funcién f(z)/(z — zo) es holomorfa en
G excepto en el punto zg en donde tiene un polo simple. Entonces el teorema
de Cauchy no se aplica y la integral no es nula.
Sea un circulo I' centrado en zy de radio p suficientemente pequeno para que
I' € G y que encierre zg en el sentido positivo. Los caminos I' y C son hométopos

por tanto [, f(2)/(z — 20) dz = [ f(2)/(z — 20) dz.

r C

Parametrizando I' por z = zy + pe'® con ¢ € [0, 27] tenemos

e, [,
c R~ 20 TR — 20
27 it
0 pe
27 )
= / if(z0 + pe')dt
0
s 2inf(z0). (1-3.14)

p—0

Como p es arbitrario tomamos el limite p — 0, de ahi se deduce la férmula de
Cauchy. O
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Armados de la férmula de Cauchy podemos ahora por fin demostrar que
analitica y holomorfa son sinénimos.

Teorema 1.3.4. Si f es holomorfa en G entonces f es analitica en G. Més
precisamente para todo zg € G tenemos

f(2) =" an(z - 20)", (1-3.15)
n=0

para todo z en un disco centrado en zg y de radio igual a la distancia de zg a la
frontera de G. Este disco se muestra en la figura.

Ademsds los coeficientes

1 f(©)

"= i ey % (1-3.16)

con I' C G un circulo centrado en zg, orientado en el sentido positivo, tal que z
este al interior del circulo.

~

Demostracion. Tenemos ( —z = ( — 2o+ 20 — 2 = (( — 20)(1 — =22
|(z — 20)/(¢ — z0)| < 1 podemos escribir

1 B 1 (1_z—zo>1_ 1 i(z—z())n
(-2  C(—= ¢—20 S (=20 2\ (20
(2= 20)" :
= (1-3.17)
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Apliquemos ahora la férmula de Cauchy

[ AQde

1) = 2im Jp (—z
- L [0 i B (1-3.18)
2im Jr = (C—z0)"

La integral y la sumatoria se pueden permutar porque la serie es uniformemente
convergente en todo disco de radio a centrado en zy y dentro de I'. Ya que
|z — 20| < a < |C— 20| tenemos |z — 29| /|¢ — 20|™ < a™ < 1 y la serie > a™ =
(1 —a)~! < oo converge. Asf tenemos finalmente

f(Z) = % 0<Z_Zo)n/r(<ZO)n+1 . (1-3.19)

O

Corolario 1.3.1. Si f es holomorfa (derivable una vez) es derivable una infini-
dad de veces y ademas

YR f(€) 3
" (20) i /F 7@ o) dc . (1-3.20)
Corolario 1.3.2.

lan| < A{E:ﬂ) : (1-3.21)

con M(r) = sup|f(zo + re')| y r menor que la distancia de zg a la frontera de
t

G. En otras palabras M (r) = sup|f(z)| para z en el circulo centrado en z; de
radio r e incluido dentro de G.

Demostracion. Con ¢ = zy + re* en la férmula (I-3.16) tenemos

1 [ f(zo +re™)

- it
n = 7. N dt
|an| 2im J (reft)ntt e
1 [ it M
< —/ [z £ ref)] ) o M) (1-3.22)
2m Jo rn rn
O

Corolario I.3.3 (Teorema de Liouville). Si f es holomorfa en todo el plano
C y acotada entonces f es constante.

Demostracion. Por hipétesis |f| < M, entonces para todo r, |a,| < M/r™.
Tomando r — oo deducimos que a, = 0 para n > 1. Conclusién f(z) = ag es
constante. O
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Corolario 1.3.4 (Teorema de d’Alembert o Teorema fundamental del
algebra). Todo polinomio no constante P(z) admite por lo menos una raiz en

C.

Demostracion. Si no fuese asi la funcién 1/P(z) seria holomorfa en todo C,
ademds es acotada puesto que lim|;|_,o, 1/P(z) = 0, entonces por el teorema de
Liouville es constante: contradiccion. O

Corolario 1.3.5. Todo polinomio P(z) de grado n se puede factorizar
Pz)=a]](z—2). (1-3.23)
k=1

Ejercicio 1.3.3. Sea f analftica en un abierto G y 2o € G. Mostrar que f(zg) es
igual al promedio de f sobre un circulo de centro zy y radio r arbitrario incluido

en G:
1 271'

f(z0) = ), f(zo +ret)dt (I-3.24)

Ejercicio 1.3.4. Sea f analitica en un abierto G que incluye 0. Sea C un camino
de G cerrado que encierra el origen 0 en el sentido positivo, empezando en un
punto zg y volviendo a zg. Mostrar que

]{ (In2)f/(2) dz = 2mi (F(20) — £(0)) (1-3.25)
c
Indicacion. Integracion por partes. O

La reciproca del teorema de Cauchy es también cierta:

Teorema 1.3.5 (Morera). Si f es continua en un abierto G simplemente
conexo y para toda curva simple cerrada C de G tenemos [, f(z) dz = 0 entonces
f es analitica en G.

Demostracion. De la hipétesis que la integral sobre un camino cerrado es cero
se deduce que la integral sobre un camino de extremos zy y z no depende del
camino sélo de los puntos zg y z. Para zg fijo podemos entonces definir la funciéon
F(2) de la variable z

Fe) = [ CHQ)dc. (1.3.26)

Probemos que F/(z) = f(z), en otras palabras que F' es una primitiva o integral
(indefinida) de f. Tenemos

B B P z+h
PEAM PGy - o ( [ s [ f(C)dC> - 1(2)
z+h

/ F(O)dC — £(2)

S = S e

z+h
/ (F(O) — F(2))dC. (1:3.27)
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Por hipétesis todas estas integrales no dependen del camino. Escojamos en la
dltima integral un camino recto [z,z + h|. La continuidad de f nos dice que
para todo € > 0, existe § > 0 tal que si | — z| < J entonces |f(z) — f({)] < e.
Escojamos ahora h tal que |h| < §, entonces en la integral anterior los puntos z
y ¢ cumplen [z — (| < [h] <4y

F(z+h) — F(z)

1 z+h
-1 < / £(O) — £(2)| |d2]
< ‘—}1”6|h|:e. (I-3.28)

Queda pues demostrado que limy,_,o(F(z+h) — F(2))/h = f(z) es decir F'(z) =
£2).

Ademsés mostramos que F' es holomorfa y entonces analitica, por consecuen-
cia F' = f también es analitica. O
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