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Aplicaciones del espectro de masa del
modelo de Sine-Gordon en la mecánica
estad́ıstica de plasmas y electrolitos.

El problema de mecánica estad́ıstica clásica

• El plasma de dos componentes.

Teoŕıa de campo cuántica relativista.

• El modelo de sine-Gordon.

Termodinámica de plasmas y electrolitos.



3

El plasma de dos componentes

Mecánica estad́ıstica clásica de un sistema de dos especies

de part́ıculas cargadas +q, −q.

Potencial de Coulomb:

∆v(r) = −sdδ(r) s2 = 2π, s3 = 4π

v(r) =

− ln r/L 2D

1/r 3D
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Hamiltoniano:

H

kBT
= β

∑
i<j

v(ui − uj) +
∑
i<j

v(vi − vj)−
∑
i,j

v(ui − vj)


con β = q2/(kBT ).
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Hamiltoniano:

H

kBT
= β

∑
i<j

v(ui − uj) +
∑
i<j

v(vi − vj)−
∑
i,j

v(ui − vj)


con β = q2/(kBT ).

Introduciendo la densidad de carga microscópica:

ρ̂(r) =
∑

i

qδ(r− ui)−
∑

j

qδ(r− vj)

H =
1
2

∫
dr

∫
dr′ρ̂(r)v(r− r′)ρ̂(r′)
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Equivalencia con el modelo de sine-Gordon

Se basa en la integral gaussiana:∫
dXe−

1
2(X,AX)+(B,X)∫

dXe−
1
2(X,AX)

= e
1
2(B,A−1B)



5

Equivalencia con el modelo de sine-Gordon

Se basa en la integral gaussiana:∫
dXe−

1
2(X,AX)+(B,X)∫

dXe−
1
2(X,AX)

= e
1
2(B,A−1B)

• Usando: A−1 = v/β, B = iβρ̂(r) y X = φ(r) un campo

auxiliar. Tenemos: A = −β∆/sd ya que ∆v = −sdδ.
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Equivalencia con el modelo de sine-Gordon

Se basa en la integral gaussiana:∫
dXe−

1
2(X,AX)+(B,X)∫

dXe−
1
2(X,AX)

= e
1
2(B,A−1B)

• Usando: A−1 = v/β, B = iβρ̂(r) y X = φ(r) un campo

auxiliar. Tenemos: A = −β∆/sd ya que ∆v = −sdδ.

e−βH = e−
β
2

∫
dr

∫
dr′ρ̂(r)v(r−r′)ρ̂(r′) =

∫
Dφ e

− β
2sd

∫
φ(r)∆φ(r)dr+iβ

∫
ρ̂(r)φ(r)dr∫

Dφ e
− β

2sd

∫
φ(r)∆φ(r)dr

El problema es ahora el de un gas ideal, sin interacciones

de pares, en un campo externo φ(r) fluctuante gaussiano.
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La teoŕıa de campos de sine-Gordon

La función de partición gran canónica (fugacidad ζ) del

gas de Coulomb es

ΞCoulomb =
ZsG

Z0

igual a la funcional generatriz de la teoŕıa de sine-Gordon

ZsG =
∫
Dφe−

∫
LsG(φ(r),∂µφ(r))dr



7

cuyo lagrangiano es

LsG =
1

16π
|∇φ(r)|2 − 2ζ cos (bφ(r))

con b =
√
β/4.



8

Ecuación de movimiento clásica y teoŕıa de
Poisson–Boltzmann

Las ecuaciones clásicas de movimiento para la teoŕıa de

sine-Gordon son:

∆φ = 16πζb sin (bφ)

Para ψ = ibq−1φ es la ecuación de campo medio basada

en la aproximación de Poisson–Boltzmann

(Debye–Hückel no linearizada).
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Soluciones clásicas de la ecuación de
sine-Gordon (2D)

(∂2
x − ∂2

t )φ = 16πζb sin (bφ)

Simetŕıas discretas: φ→ φ+ 2πn/b

• Solitones y anti-solitones.

• Dobletes (“breather”).

file:Sine_Gordon_solitons.html
file:Sine_Gordon_solitons.html
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Espectro cuántico de la teoŕıa de
sine-Gordon 1 2

• Solitones y antisolitones de masa M .

• Dobletes (“breather”): Estados ligados solitón–antisolitón de

masa

mn = 2M sin
(
nπξ

2

)
; n = 1, 2, · · · < 1/ξ

con ξ = b2/(1− b2).
1Dashen, Hasslacher, Neveu, Phys. Rev. D 12, 3424 (1975).
2Zamolodchikov, Zamolodchikov, Ann. Phys. 120, 253 (1979).
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Gran potencial 3

1
V

ln Ξ =
m2

1

8 sin(πξ)
Pero falta la relación entre la fugacidad ζ y la masa M

del solitón, para obtener la termodinámica del gas de

Coulomb.

Problema: en teoŕıa cuántica de campos ζ se renormaliza

multiplicativamente. La relación ζ–M depende del

esquema de renormalización utilizado.
3Destri, Vega, Nucl. Phys. B 358, 251 (1991).
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Relación fugacidad–masa del solitón
A cortas distancias, la función de correlación

nqq′(r, r′) = ζqζq′〈eiqbφ(r)eiq
′bφ(r′)〉

∼
|r−r′|→0

ζqζq′e
−βqq′v(r,r′) = ζqζq′|r− r′|βqq′

Eso fija la normalización del campo eibφ y de ζ.
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Relación fugacidad–masa del solitón
A cortas distancias, la función de correlación

nqq′(r, r′) = ζqζq′〈eiqbφ(r)eiq
′bφ(r′)〉

∼
|r−r′|→0

ζqζq′e
−βqq′v(r,r′) = ζqζq′|r− r′|βqq′

Eso fija la normalización del campo eibφ y de ζ. En este

esquema 4

ζ =
Γ(b2)

πΓ(1− b2)

[
M

√
πΓ((1 + ξ)/2)

2Γ(ξ/2)

]2−2b2

4Zamolodchikov, Int. J. Mod. Phys. A 10, 1125 (1995).
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Termodinámica del gas de Coulomb clásico
5

Relación densidad–fugacidad

n1−β/4

z
= 2

(
πβ

8

)β/4 Γ
(
1− β

4

)
Γ

(
1 + β

4

)


tan
[

πβ
2(4−β)

]
πβ

2(4−β)

Γ2
[
1 + β

2(4−β)

]
1
πΓ2

[
1
2 + β

2(4−β)

]


1−β/4

β < 2

5Šamaj, Travěnec, J. Stat. Phys. 101, 713 (2000).
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Enerǵıa libre por part́ıcula

f(β, n) = −
(

1− β

4

)
+

(
1− β

4

)
lnn− ln

2
(
πβ

8

)β/4 Γ
(
1− β

4

)
Γ

(
1 + β

4

)


−
(

1− β

4

)
ln


tan

[
πβ

2(4−β)

]
πβ

2(4−β)

Γ2
[
1 + β

2(4−β)

]
1
πΓ2

[
1
2 + β

2(4−β)

]


Único modelo de mecánica estad́ıstica de fluidos (grados

de libertad continuos) exactamente resuelto (2D).
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Funciones de correlación 6

nqq′(r) ∼ −qq′λ
(

π

2m1r

)1/2

e−m1r , r →∞

con la masa del “breather” más ligero (part́ıcula

“elemental” de la teoŕıa de sine-Gordon)

m1 = κ

[
sin(πβ/(4− β))
πβ/(4− β)

]1/2

y κ−1 = (2πβn)−1/2 es la longitud de Debye (longitud de

apantallamiento en bajo acoplamiento (β → 0)).
6 Šamaj, Jancovici, J. Stat. Phys. 106, 301 (2002).


