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I Conjunto Simpléctico Gaussiano

I.1 Preliminares : Cuaterniones

El grupo de los cuaterniones es un espacio vectorial sobre C de dimensién 4 con una operacién
de multiplicacién no conmutativa. (1,e1,es,e3) es la base candnica de este espacio y las reglas de

multiplicacién son :
el =e3=¢e5=—1. (1.1)

€1€3 = —€2€1 = €3, €263 = —€3€2 = €1, €361 = —€1€3 = €2. (1'2)

Un cuaternién en general se escribe ¢ = (0 + ¢We; + ¢Pey + ¢Bes = ¢9 +q- e, con ¢P) € C. La
notacién q es una notacién abreviada para un vector tridimensional de componentes (q(l)7 q?, q(3))
y lo mismo para e.

Una representacién matricial posible del grupo de cuaterniones es

() (58 e (8 ) e (2d) o

1. Comprobar que las reglas de multiplicaciéon se cumplen con esta representacién.

2. Mostrar que
a b 1 i 1 i
< e d ) —5(0,4’(1)175(&7d)61+§(b70)627§(b+c)€3 (1.4)

Se puede definir el cuaternién conjugado de ¢ por la férmula ¢ = ¢(© — q - e, que es diferente del

complejo conjugado de ¢ que seria ¢* = ¢9* + q* - e, en donde ¢()* denota el complejo conjugado
de ¢\9). Decimos que un cuaternién es real si ¢* = ¢, imaginario puro si ¢* = —q y escalar si § = ¢.

*

El hermiciano conjugado de ¢ se define como ¢f = 7 = ¢(¥* — q* - e.

3. Mostrar que si a ¢ le corresponde una matriz 2 x 2 entonces a ¢’ le corresponde la matriz
hermitica conjugada. Asi se justifica el nombre de hermiciano conjugado.

4. Mostrar que

(@2 qn) = @n - @0, yaque (q1q2- "Qn)T = QL : --qﬁqf . (1.5)

Toda matriz A, 2N x 2N, de complejos se puede escribir como una matriz Q, N x N, de cua-
terniones, considerando que los bloques 2 x 2 forman cuaterniones. Por ejemplo, para N = 2,



air a2 aiz Qa4
Qg1 Q22 A23 A24
aszy agz asz as4
A41 Q42 Q43 G44

Q = ( q11  qi12 ) con qup = ( ai1r a2 >, G2 = ( a13 a4 )7 Go1 = ( asz1 asz )7 Gon =
q21 422 a21  a22 a23 A24 a41 Q42

a3z as4

43 Q44

a la matriz compleja A = le corresponde una matriz de cuaterniones

). Podriamos escribir en abreviado

a1l ai2 | 13 Ga14
az1 Q22 | a2 a24 11 12
A= 5 _ (o1]a (1.6)
as1 @32 | 33 (34 q21 ‘ q22
G41 Q42 | Q43 Q44

5. Mostrar que las siguientes operaciones matriciales sobre A se traducen para ) de la siguiente
forma :

(a) Transposicion : (*Q)r; = —eagjkes.

(b) Conjugacién hermitica : (QT)x; = qj-k.

1.2 Inversiéon temporal

Para sistemas de espin impar el operador de inversiéon temporal, T = K, tiene la propiedad
KK*=-1.
1. Explicar por qué necesariamente el espacio de Hilbert debe tener dimension par en este caso.

2. Comprobar que la siguiente representacién para K es valida : K = Z con

o
o Oo|lo
oo O
O =IO O

(1.7)

3. Mostrar que una vez escogida esta representacion se pueden hacer aun transformaciones
unitarias, B, sobre los estados, ¢ — B, con la condicién que Z = BZ(*B).

El grupo de matrices N x N unitarias B que verifican Z = BZ('B) se conoce como el grupo
simpléctico de dimensién N y se denota por Sp(V).

4. ;Conoce usted algiin otro campo de la fisica en que aparece el grupo simpléctico Sp(N) ?

El édlgebra del grupo simpléctico resulta méas sencilla de expresar si se usa la representacién cua-
terniénica para las matrices 2N x 2NV.

5. Muestre que en notacién cuaterniénica Z = esl.
6. Muestre que la operacién de inversién temporal AR = K AK 1 se traduce : (Q®)x; = Gk

La matriz cuaterniénica QF definida por la expresién anterior se llama dual de Q. Una matriz que
verifica QF = Q se llama auto-dual.

7. Mostrar que si @ = (g;x) es auto-dual entonces
ik = dkj, bjk- = —bkj, Y Cjk = —Ckj - (1.8)

8. Mostrar que si Q@ = QT entonces todos los elementos de @ son cuaterniones reales.



9. Mostrar que toda matriz unitaria simpléctica B € Sp(N) verifica Bf = BY = B~!. Esta
relacion sirve también como definicién del grupo simpléctico.

10. Explicar por qué para que un sistema de espin impar tenga invariancia por inversiéon temporal
su hamiltoniano H debe ser auto-dual y hermiciano.
11. Mostrar que en ese caso los elementos de matriz del hamiltoniano H en representacion cua-

terniénica, Hy; = H,ig-) =+ H,S-)el + ng)@ =+ H,g‘;’.)eg7 son cuaterniones reales.

1.3 Definicion del conjunto simpléctico gaussiano

El conjunto simpléctico gaussiano estd compuesto por las matrices aleatorias auto-duales y her-
micianas y verifica las propiedades siguientes :

1. El conjunto es invariante por transformaciones H +— H' = WZRHW para cualquier W
simpléctica, es decir WEW = 1. La probabilidad P(H)dH es invariante : P(H)dH = P(H')dH'.
El elemento dH es dH =[], ; dH,gq) Hi:1 [Ti<; dH,E).‘)

J J
— ;Por qué en la definiciéon de dH hay un producto k < j para H,gg) y un producto k < j
(k # j) para las otras componentes de los cuaterniones ?

2. Los elementos de matriz son independientes : P(H) =[], ; f]gg) (H,g(;)) I, § I f,g;‘) (H,Sj‘))

II Conjunto Unitario Gaussiano : Densidad de probabilidad
de los valores propios

— Mostrar que la densidad de probabilidad de los valores propios es de la forma :
P61, ,0n) =C [] (05— 0a)?exp <a29§ + be)a) (2.1)
a<f « «
Indicaciones : H es de la forma
0) |, -pr(1
H11 ng] +ZH]£])
. Ha .

H= ' , ' : (2.2)
HY —iH) Hss :

y la matriz jacobiana es N2 x N2 de la forma

oH;,; OH\) OH)
90, 00, 09,

oH;,; OH\) OH)
8pu ap/t 8pu




