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e en dos dimensiones y en el punto fermidnico libre.



El plasma de dos componentes

Mecanica estadistica clasica de un sistema de dos especies
de particulas cargadas +¢, —.

Potencial de Coulomb:
Av(r) = —s40(r) So = 27, s3=4m

—Inr/L 2D
1/r 3D

v(r) =



Hamiltoniano:

H
T Z *v(u; — u;) + Z ¢v(vi —v;) — Z *v(u; — v;)
]

i< j i< j
Introduciendo la densidad de carga microscoépica:

) = Y adlr = u)= > adlr — v,

H = % / dr / dr’ p(r)o(r — ') p(r')
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Definiendo
oy = /D¢ G%I ¢(r)Ag(r)dr

— f ¢(I)A¢<I’)dr
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Recordando la definicion de la densidad de carga p
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El problema es ahora el de un gas ideal, sin interaccion en
un campo externo ¢(r) fluctuante gaussiano.

o0 N, N, o0 CN_ N_
= _ St iBq¢p(u) . —iBqp(v)
- <Nz:oN+! [/6 q du] 3 N_! [/6 q dV] >
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mente

B = <exp [Q/ewqqﬁ(r)dr] exp [C/eiﬁq¢<r>dr]>
= — <exp [/ (<+€iﬁq¢(r) 4+ C_e—iﬁqcb(r)) dr] >

Para un sistema neutro las fugacidades son iguales ¢, =

(— =C.
= = <exp [2C / cos (ﬂq¢(r))dr]>




La teoria de campos de sine-Gordon

ZSG
2
con la funcional generatriz de la teoria de sine-Gordon

2o = /D¢6f£s(}(€b(r)aau¢(r))dr

ECoulomb —

cuyo lagrangiano es

Luc = —2 $(r)Ad(r) — 2 cos (Bad(r))

28d



Ecuacion de movimiento clasica y teoria de
Poisson—Boltzmann

Las ecuaciones de Euler—Lagrange para la teoria de
sine-Gordon son:

A¢p = —254¢qsin (Bq¢)

Para 1» = —i¢ es |la ecuacidon de campo medio basada en
la aproximacién de Poisson—Boltzmann (Debye—Huckel
no linearizada).



Modelo de Thirring masivo

Esta definido por el Lagrangiano

- L .
L1y = Yiy,0"p — 59];4]” — mo
con ¢ un campo fermidnico, j* = Yy*“) y 0 = U, De
ahora en adelante trabajaremos en dos dimensiones
u=20,1.



Equivalencia entre sine-Gordon y Thirring

Coleman (1975) mostré que la serie de pertubaciones en
¢ del modelo de sine-Gordon es igual a la serie de
pertubaciones en m del modelo de Thirring a condicion
de hacer las identificaciones siguientes:

o 2T

e = T+ g

2Ccos (Bqp) = —mo
iewa,g = jr

2T



Asi una teoria de bosones se transforma en una teoria de
fermiones y viceversa. Esta transformacion conocida
como bosonizacién (o fermionizacién) puede ocurrir en
dos dimensiones.



Consecuencia para el gas de Coulomb

Si Bg® = 2 entonces g = 0: la teoria de Thirring se vuelve
una teoria de Fermiones libres de masa m = 2Z¢.! La
teoria libre siendo trivial podemos calcular funcién de

particion gran canodnica y correlaciones del gas de
Coulomb facilmente.

'Relacién dependiente del esquema de renormalizacidn.



Solucidn exacta del plasma de dos
componentes

Haremos una demostracion directa sin usar la teoria de
campos. Para 3¢* = 2, en dos dimensiones y teniendo en
cuenta la forma original del hamiltoniano, el factor de

Bolztmann se escribe

6_51{ _ 2N Hi<j(ui o uj) Hi<j(vi _ vj)

Hz](uz — vj)

2
1
— L*Y |det ( )




Para evitar el colapso de particulas de signo opuesto
inicialmente confinamos las particulas a los sitios de dos
redes, una para las positivas y otra para las negativas.

La funcién de gran particidon para configuraciones neutras

2

— OO( det( ! )j,k 1:[C+(ui)duig_(vq;)dvq;

. Ui — U
N=0 {u@,vz J k

[1]




Se puede mostrar que = = det(1 + K) con

0 (LC<UJ))
K p— STk ]’k




Se puede mostrar que = = det(1 + K) con

),
’ VE
= (L@“(”ﬂ')) 0
Uj— Vg 7.k

Verificacion para redes de maximo una particula positiva
y una negativa:

Gt (u)¢-(v) L7

u —vf?

[1]
]
—

_|_




El gran potencial es entonces

Q= —kgT Trin(l+K)=—kpT » In(1+ )
A

en donde ) son los valores propios de K.



El operador K y el operador de Dirac

Usando la identidad
o 1 o 1

. L o
822—2’_822—2’_W5(r r’)

se puede mostrar que, en el limite continuo en que el area
S de |la celda elemental de |a red tiende a cero, el operador
K es el inverso del operador de Dirac?

0 20
mK ! =~,0} = 0,0, + 0,0, = ©
Y yUy (282 0 )

m = (2mrL/S)¢ es la fugacidad renormalizada (tambien es la “masa” del
modelo de Thirring).




De nuevo encontramos la equivalencia entre el gas de
Coulomb y una teoria de campos de fermiones libres
cuando (3¢* = 2.

Para obtener el gran potencial Q@ = —kgT Trin(1 + K) bas-
ta con resolver el problema de valores propios para el
operador de Dirac.

Las correlaciones se obtienen sencillamente calculando el
propagador o funcién de Green G del operador de Dirac

20, _
" a G—H_ G+ = 5(1‘1 — I‘Q)]I
282 ™m G__|_ G__



Para un sistema homogeneo e isotropico

Gii(r,r)=G__(r,1') = %Ko(m\r —r'|)

y las correlaciones son

2
()T m?

piy (r,r') = —m’G o (r,r)Gyy (v, 1) = — gKO(m‘I' —1'|)

Se observa el decaimiento exponencial de las correlaciones
en ¢ 2", El inverso de la fugacidad renormalisada m~=! es
la longitud de apantallamiento.



Conclusiones y perspectivas

Estudiamos las relaciones que hay entre el plasma de
dos componentes bidimensional, modelo de mecanica es-
tadistica clasica, con teorias de campo cuanticas: modelo
de sine-Gordon y modelo de Thirring masivo.

Para 3¢° = 2 exploramos la solucion exacta del plasma de
dos componentes, posible gracias a su equivalencia con
una teoria de fermiones libres.



Cabe anotar que para pq¢% < 2 el modelo de sine-Gordon
es Iintegrable por ansatz de Bethe y se puede calcular la
energia de su estado fundamental. Esta esta relacionada
con el gran potencial del plasma de dos componentes vy
recientemente gracias a estos resultados de teoria de cam-
pos integrables se conocen las funciones termodinamicas
del plasma de dos componentes para cualquier valor de

Bq* < 2.

Sin embargo las correlaciones para valores de 3¢*> < 2 sigue
siendo un problema abierto.



