Ejercicios optimizacion polinomial

Agosto 8 - agosto 18 de 2017

Problema general

Consideremos el siguiente problema: sea K C Ry p(z) € R[zy,...,x,]. Queremos encontrar,
si se puede, un nimero o € RU {—oc} tal que

o= jlgﬁ{p(f) (1)

y donde encontrar quiere decir construir una sucesién («,), C R con o, < 'y

lim o, = «
n—oo

si & € R. O, en caso contrario, construir también («,), tal que a;,, = —00 si a = —o0.

Ejercicio 1. Encontrar un ejemplo donde 1 sea finito y construir la sucesion correspondiente. Asi
mismo, hallar otro ejemplo donde 1 sea —o0 y una sucesion asociada.

Formas bilineales

Definicién 1. Dado k£ un campo y V' un espacio vectorial (finito) sobre k, decimos que una forma
cuadratica en V es una funcion ¢ : V' — k de la forma

q(u) = (u, u)
donde 7 es una forma bilineal simétrica.
Ejercicio 2. Dada q : V — k una forma cuadrdtica:

1. Mostrar que existe ¥ forma bilineal simétrica tal que ¥ (u,u) = q(u) para todo w € V, si la
caracteristica de k no es 2.

2. s Fs posible encontrar i si la caracteristica del campo k = 27

Definicién 2. Dadas dos formas bilineales simétricas ¢, ¢ : V. x V. — k (V y k como antes),
decimos que 1 es equivalente a ¢ (notado por 1) ~ ¢) si y sélo si existe T : V — V isomorfismo de
espacios vectoriales tal que para todo a,b € V:

¥(a,b) = ¢(Ta, Th).

Ejercicio 3. 1. Sik =k, y la caracteristica de k # 2, mostrar que
Y~ o

si y sdlo si rango(v) = rango(¢).



2. ¢Cudles son todas las formas cuadrdticas en R™?

Por el teorema de la signatura de Sylvester sabemos que dos formas bilineales simétricas son
equivalentes si y sélo si sus signaturas (los vectores de valores (n,,ng,n_)) son iguales.

Ejercicio 4. Dada ¢ : V xV — k una forma bilineal simétrica, mostrar que n_(Ay) es la mdzima
dimension de un subespacio W <V en el que ¥|w (la restriccion de ¥ a W) satisface

P(a,a) <0
para todo a € W\ {0}. De forma andloga, hacer una caracterizacion de n (Ay)

Definicién 3. Supongamos que k[z] es un espacio vectorial de dimensién finita. Definimos la
forma traza o forma de Hermite como la forma bilineal ¢ : k[x] x k[z] — k definida por:

(P, q) = tr(my).

C

m y en la base 1,x,2%%.

Ejercicio 5. ;Cudl es la forma traza en el espacio



