Problemas Semanas 9-11

Teoria de invariantes

(1) Si (V, p) es una representacion fiel, demuestre que toda representacion irreducible vive en V&%
para algtn k € Z*.

(2) (a) Demuestre que Clx, zy, xy?,...] no es una C-algebra finitamente generada.
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Figure 1: reticulo Clz, zy, 2y, .. .]

(b) Toda subalgebra de Clx] es finitmente generada.?

(3) Siey,...,e, son base para el espacio vectorial V', demuestre que e*-...-e%" con a1 +...+a, =
m son base para Sym" (V).

(4) Obligatorio 1!
(a) Sea x un caracter irreducible de G y defina RX C R la componente isotipica de .
Demuestre que RX es un R® modulo graduado.
(b) Encuentre una generalizacion del teorema de Molien para calcular HS(RX).
(c) Sea S3 ~ Clx1, 29, 3] por permutacion sobre las x;’s. Calcular: HS(RY), HS(RXsn) y

HS(Rxv), donde U es la representacion de dimension dos.

(5) Una pareja (/\k W*, f) donde /\k W* es un espacio vectorial y f : W* x ... x W* - AW*
es k- lineal alternante que satisface:
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(a) Muestre que la parcja (A* W*, f) es tinica salvo isomorfismo.



(b) Constuya A" W* como cociente de W* @ ... ® W*.

(¢) Sity,..., L, son una base para W*, mueste que
{éil/\.../\éik:1§i1<...<ik§n}

son base para A" W*.

(6) SiT: A — B es una transformacion lineal defina A" T': A¥ 4 — A* B como sigue (note que
es el nico operaor lineal):

k
AT A Avg) =T(1) A AT (vp).

(a) Demuestre que la matriz que representa a /\k T en alguna base esta dada por lo menores
k x k de la matriz que representa a T.

(b) Demuestre que:
* N (TioT) = \° T - N° T2
(c) Si (W, p) es una representacion entonces (A" W, A¥(p()) es una representacion.

(7) Obligatorio 2!

Definicién 1. Definimos el caracter de la representacion de /\’ W* como sigue (n = dim W ):
n
Xpew-(9) =D xprw-(9)t".
k=0

Demuestre que:

(a) xp¢w- = det(Id+tp*(g)).

(b) Generalice el teorema de Molien para el dlgebra exterior.
(c) Calcule HS(\® W™).
)

(d) Haga los calculos para el siguiete caso: S3 ~ {e1,eq,e3}, con (e1,e9,e3) = W, W* =
(w1, 22,73) y R = Clz1, 72, 23]

(8)
Definicion 2. Una funcion reqular de C™ o C™ es una fincidn con componentes polinomiales,
es decir:
p:C"—C™
(1, 2n) — (Fi(z1,...sxn), ..., Fn(z1, ... 20))

(a) Demuestre que
90* IC[yla'-'vym] HC[IEl,...,fEn]
h — ho<p

es un homomorfismo de algebras y que ker(¢*) son precisamente los polinomios q(y1, - - -, Ym) €
Clyi, - - -, Ym] que se desvanecen en Im(¢p*).



(b) Defina J = (y; — Fy(z1,...,2,) : 1 <i<m)en Clxy,...,Zn,Y1,.--,Ym] y verifique que
JNClyi,. .., ym] = ker(p*).
(¢) Dé un algoritmo usando bases de Grébner para calcular ker(¢*).
(d) Demuestre que la subalgebra de Clzy, ..., z,] generada por los F;’s es isomorfa a Clyy, . . ., ym]/ ker(¢*).

(e) Encuentre un ejemplo de una funcién regular ¢ : A2 — A3, tal que Im(p) C V (ker(¢*)).



