Algebra Tensorial: Ejercicios de Clase

Semana 1.

Ejercicio 1.1. Demuestre que existen tensores en C2 ® C? que no son de rango 1, y caracterice los
tensores totalmente descomponibles en C? @ C? =2 C* (es decir, encuentre las ecuaciones que satisfacen
los coeficientes de los vectores de rango 1).

Ejercicio 1.2. Teniendo en cuenta que para X, Y y Z variables aleatorias discretas, con X € {1,...a},
Y e{l,...b} y Z € {1,...c}, se puede construir un tensor de formato a x b x ¢, definido en una base,

por los coeficientes
Tij=P{X=4Y =42=k}

paral <i<a,1<j<byl<k < e (Esverdad que el tensor T es de rango 1 si y sélo si las
variables son independientes?

Ejercicio 1.3. Sean U y V espacios vectoriales complejos de dimensién finita. Caracterice los tensores
totalmente descomponibles en U* ® V' (es decir, encuentre las ecuaciones que satisfacen los vectores
de rango 1).

Ejercicio 1.4. Demuestre que para dos espacios vectoriales complejos U y V, el isomorfismo canénico
-1
Hom(U,V) X— U* @V
manda las transformaciones lineales con rango < k (i.e los T' € Hom (U, V') con dim(im(7T)) < k) a los

tensores que son suma k o menos tensores descomponibles.

Ejercicio 1.5. Demuestre que para todo entero k, el conjunto {T' € U* @ V : R(T) < k} es un
conjunto cerrado con la norma euclidea.

Ejercicio 1.6. Demuestre que para U,V y W espacios vectoriales complejos de dimension finita,
existen los siguientes isomorfismos candnicos:

Q) U(VeeW)x(UV) W
(b) Uv=V U
() UV) 22UV QW

Semana 2.

Ejercicio 2.1. Sean V y U espacios vectoriales de dimensién finita. Demuestre que el isomorfismo

©
canénico U* @ V' = Hom(U, V) da una correspondencia biunivoca entre el conjunto de tensores con
rango menor a k, {T e U* @V : R(T) <k} CU* ®V, con el conjunto de transformaciones lineales
T € Hom(U, v) tales que el determinante de todos sus menores de tamano (k+ 1) x (k + 1) es igual a
0. Es decir:

{TeV*®U:R(T)<k}+> {T cHom(V,U) : las menores (k + 1) x (k+ 1) de T se desvanecen } .



Ejercicio 2.2. Demostrar el teorema de Strassen

Msso =(af +03) © (8] + 83) ® (cf + 3)+
(@F+a3)® Bl @(F-a)+
af @B -3 (cp+A3)+
a5 @8 - B (A + )+
(1 +a3)® B @(g—e)t
@2 -a)e@l+8)e & +

(a3—a3) @ (B +B3) @ «cf

Y use el teorema para calcular el producto de (; i) . (g ?)

Semana 3.

Ejercicio 3.1. ;Coémo reconocer una suma directa? Sea (U, pyy) una representacién de Gy sean
V1, Vo C U subespacios invariantes, de dimensiones dy y do respectivamente.

1. Verifique que
Vi, pi :G — GL(V;)
g+ pu(9)y,

es una representacién de G [(Vi, p1), (Va, p2)].

2. (U, pv) = (Vi, p1) D(V2, p2) si y solo si:

Existe una base B = {Ef,...,cﬁf,bl,...,lz} de U tal que
a) By :={ai,...,aq, } es una base de V;.

b) By := {bT, . .J;i:} es una base de V5.
¢) Vg € G, se tiene la siguiente igualdad:

_(lovi@)lB, | 0
[ovi (9)]8 = ( 0 | [pvz(g)}&)

Ejercicio 3.2. Sea S5 O U = (ey, eq, e3)
p:Ss — GL(U)
o — (e = e(i))

1. Demuestre que Vi = {e; +es+e3) v Vo = {a1e1 +ases +azes : a1 + as + az = 0} son subespacios
invariantes.

2. Demuestre que U =2 V; @ V.

3. Demuestre que V5 no tiene subespacios invariantes propios no triviales, es decir es una represen-
tacion irreducible.

Ejercicio 3.3. Fije bases Bs = {a1,...,aq,} del espacio vectorial A, Bg = {b—f, e ,ZE_;} del espacio
vectorial B, Bo = (a; @ b; : i € {1,..,da},j € {1,....dp}) de AQB. ;Cémo es [Ty, 4,)]Bc €n
términos de [galp, ¥ [98]B,7



Ejercicio 3.4.
Lema 3.1. (Sym"(V), u) satisface la siguiente propiedad universal:

k-copias

——
VXVx-xV ———— SymF(V)

T k-lineal simétrica .
o lineal

w

Esto es, para todo espacio vectorial W y para toda T k-lineal y simétrica, existe una tnica ¢ lineal
tal que popu = T. Es decir, p(v1 -vg - ... vg) = T(v1,...,v,). Mds ain, esta propiedad universal
determina (Sym”(V'), ;1) de manera tinica médulo isomorfismo.

1. Demuestre el lema.

2. Para V = (ey, ey), calcule Sym?®(V).

Semana 4.

Ejercicio 4.1. Dado V un espacio vectorial de dimensién n, muestre que si F' € Sym” (V) entonces,

el rango de Waring de F', R,,(F), cumple que R, (F) < (k+Z_1).

Ejercicio 4.2. (Ejercicio 2.5.2.1 de [I]) Sean A, B, C espacios vectoriales de dimensién, a, b, ¢ respec-
tivamente, y sea Mg p . es el tensor de multiplicacién de matrices correspondiente, muestre que, visto
como una forma trilineal en bases dadas, M, ;. manda una tripla de matrices (X,Y, Z) en tr(XY 2),
y es por lo tanto invariante bajo cambios de base en A, B y C. Muestre ademés que la familia de
algoritmos de nueve pardmetros para Mz 2 2 es la accién de SL(A) x SL(B) x SL(C) sobre la expre-
sién del tensor. (La accién de escalares multiplicados por la identidad no afectara expresién de manera
significativa pues identificamos v ® w = v ® (Aw) para un escalar \).

Ejercicio 4.3. (Ejercicio 2.6.6.3 de [1]) Dado F € Sym*(V), sea Fy _s € Sym*(V) ® Sym*=*(V) su
polarizacién parcial se define por : si F' = vf + ... + vF entonces Fi s = v] ® v]ffs + v @uks,
Sea R, (F) el border rank simétrico de F. Muestre que si R, (F) < k, entonces rango(Fs j—s) como
aplicacién lineal de Sym?®(V)* en Sym*=%(V) cumple que rango(Fs,_s) < k para todo s.

Ejercicio 4.4. Pruebe el siguiente lema.

Lema 4.1. Existe una unica funcién lineal
Tsgn V®k __, y®k (1)

tal que Tsgn (1 @ ... @ vg) = % > 59n(0)[Vs(1) ® - @ Vg(ry]. Ademds, se cumple que
oeSy

1. Si T € V®k es alternante, entonces myg,(T) =T
2. Im(msgy) = {T € V®* : o(T) = sgn(o)T}.

Ejercicio 4.5. Sea A la transformacién canénica, A : V¥ — /\k(V).Muestre el siguiente lema.



Lema 4.2.
1. A es k-lineal y alternante.

2. Dada T : V¥ — W multilineal y alternante, existe una tnica transformacién lineal ¢ :
A (V) — W que conmuta el siguiente diagrama

Vk % /\k(V)

Ejercicio 4.6.
(a) Demuestre el siguiente lema
Lema 4.3. \"(V) tiene una base dada por {e;, A ... A e, 1 <y <ig <. <ir <n}con
n = dim(V), y por lo tanto dim(\"(V)) = ()-

(b) Escriba v; A ... A vy, en la base descrita en el lema, es decir, v1 A ... Avp = Y, Cre;, A...e;,
o
(¢) Muestre que vy A ... Avg, = 0 siy solo si {v1,...v5} es un conjunto linealmente dependiente en V.
Ejercicio 4.7. (Ejercicio 2.6.10 de [I])
1. Muestre que el subespacio A\"(V) C V& es invariante bajo la accién de GL(V).

2. Dado v un esg)acio vectorial de dimensién n, como consecuencia del Lema 4.3, muestre que
AN'(V)=C, A (V)=0paral>nySym’ V@ A*V £ V3 paran > 1.

3. Sea v € V* y T € V¥ denotamos por o T a la contraccién de o con T',definida en descompo-
nibles por

V* % Uk _y yok—1

ax (v ® ... vg) — o (11 ®...Qv) = av])va @ ... @ v

Calcule explicitamente aJ (v1vs...v4) y muestre que es, en efecto, un elemento de Sym 1V y de
manera similar para o (v; Avg A ... A vg).

4. Muestre que la composicién ol o al : /\k V — /\k_2 V es el mapa 0.

5. Muestre que si V = A ® B entonces existe una descomposicién inducida en suma directa

/\kV = /\kAea(/\k_lA@@/\lB)@...@ (/\1A®/\k_13) EB/\kB
de A*V como GL(A) ® GL(B)-médulo.

6. Muestre que un subespacio A C V determina una filtraciéon inducida bien definida de /\k V dada
por A"AC ANV PAAMN'V e NTPAAN Ve NFVLSiPA={geGL(V):gveAVv e
A} entonces cada filtrando es un P4-submdédulo.



7. Muestre que si V estd equipado con una forma volumétrica, es decir, un elemento ¢ € A"V no
. . . .2 k —k
cero, entonces se tiene una identificacién A"V =2 A" V*,

8. Muestre que V* 2 A" 'V @ A" V* como GL(V)—médulos.

9. Muestre que las dlgebras tensorial, simétrica y exterior son asociativas.
Ejercicio 4.8. (Ejercicio 2.6.12 de [1]). Sea f : V — V,con n = dim(V), fA* : A"V — A"V se
llama el determinante de f

1. Verifique que si f tiene rango n — 1 entonces f" "1 tiene rango 1, y si rango(f) < n—2 entonces
f "1 es cero.

2. M4s generalmente, muestre que si f tiene rango r entonces f”* tiene rango (:)
3. Muestre que los autovalores de f"* son los productos de k de los autovalores de f

4. Dado f:V — V,con n = dim(V), f** : A"V — A"V es una transformacién lineal de un
espacio de dimensién 1 en si mismo y por lo tanto es una multiplicaciéon por un escalar, muestre
que si escogemos una base para representar f con una matriz, entonces el determinante de dicha
matriz es el escalar que representa a f\V.

5. Dado f: V — V asuma que V admite una base de autovectores de f,muestre que /\k V admite
una base de autovectores de f¥ y encuentre los autovalores y autovectores de f"\* en términos de
los de f. En particular muestre que el coeficiente t"~* de det(f —tI), el polinomio caracteristico
de f, es (=1)Ftr(f"*¥), donde tr(f"*) es la suma de los autovalores de f/*.

6. Sea f:V — W invertible con dim (V) = dim(W) = n, verifique que f "~ = f~! @ det(f).
7. Fije det € \" V*. Sea
SL(V)={g€ GL(V) : g - det = det}
Muestre que SL(V) es un grupo, este es llamado el grupo lineal especial.Muestre que si uno fija
una base o!,...,a" de V* tal que det = o' A ... Aa” y usa esta base y su dual para escribir los

g : V — V como matrices n x n entonces SL(V) corresponde con las matrices de determinante
1.

8. Dados E, F espacios vectoriales n-dimensionales, fije 2 € A" E* @ \" F, dado que dim(\" E* ®
A" F) =1, Q es tnico salvo un factor de escala.Dado f : V. — W es posible escribir f\" = ¢;Q
para algtn escalar cy. Muestre que si uno escoge bases e1,...e, para E'y fi,...f, para F tal que

Q=e1N..ANey® fi A... A fir, y expresa f como una matriz My respecto a estas bases, entonces
cy = det(My).

9. Muestre que  determina un vector Q* € A" F* @ A" E dado por < Q,Qx >= 1. Recuerde que
f:V — W determina un mapa lineal f7 : W* — V*. Use Q* para definir det §r, muestre que
detf = deth.

Ejercicio 4.9. Muestres que A*(T: U — V) = A" T : A"U — A"V es un funtor de la categoria
de espacios vectoriales en si misma.

Ejercicio 4.10. Sean A, B, C espacios vectoriales con bases a1, a; b1, baycy, co respectivamente, y sea

S=a190®c1+a®b®c1+a1®by®ci+a1 @b ®ca

(a) Muestre que R(S) > 3.
(b) Verifique que ocurre en V4 @ Vo ® ... ® Vi, para k > 3 con dim(V;) > 1.
Ejercicio 4.11. Verifique que {T € V1 ® ... ® V. : R(T') < s} es un conjunto cerrado en V1 ® ... ® Vj.




Semana 5. Fueron sesiones de ejercicios, no hay nuevos ejercicios.

Semana 6.
Ejercicio 6.1. = X € C es algebraicosiy solosi X =, X =C o |X| < o0
= Encuentre un X € C? cerrado (en la topologia métrica) que no sea algebraico.

Ejercicio 6.2. a) Demuestre que & = {X € C" : X es algebraico} satisface las siguientes propie-
dades:

i) 0,Ce .
ii) Si A, B € & entonces AUB € &/
iii) Si {Aa}acr, con A, € &7, entonces (,c; Ao € &

b) (V o F) La topologfa de Zariski en C? es igual a la topologfa de Zariski en C dos veces es decir,
C?=CxC.
Ejercicio 6.3. Demuestre que (f1,..., fm) = ﬂJD{fl,...,fm} J, con J ideal.
Ejercicio 6.4. Muestre que dim(Clzy, ...,xn]d):(”Jrg*l)

Ejercicio 6.5. Se dice que I C R es homogéneo si existen elementos homogeneos g1, ..., gs tales que
I={(g1,...,9s). Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) I es homogéneo.
ii) g€ Iy g=ga—+..+ goen componentes homogeneas entonces g; € I Vj
iii) I, :=INR; Vj €N entonces I = P.°,

Semana 7.

Ejercicio 7.1. Sea (V,p) una representacién de G y p* : G — GL(Fun(V,C)) la accién contra-
gradiente definida por p*(g) = ¢, donde ¢,(f) = f o p(g)~'. Demuestre que (Fun(V,C), p*) es una
representacién de G. Pregunta adicional: verificar que si p* no se define usando la inversa, entonces no
es una representacion.

Ejercicio 7.2. Demuestre que

Sym*(V*) = @ sym*(v7),
k=0

donde el isomorfismo es de representaciones.

Ejercicio 7.3. Si W C C" es G-estable, entonces W es G-estable. Recuerde que W denota la clausura
de Zariski del conjunto W.

Ejercicio 7.4. Demuestre que:
1. Sym?V y /\2 V son representaciones irreducibles de GL(V). Adicional: trabajar el caso sym* V/
y /\k V para todo k
2. Si Vi es irreducible de G1 y V5 es irreducible de Gg, entonces Vi ® Vs es irreducible de G; x G2
Ejercicio 7.5. jA qué es igual A\°(A ® B) como representacién de GL(A) x GL(B)?




Semana 8.

Ejercicio 8.1. Demuestre que los subconjuntos algebraicos de P" forman una base de cerrados de una
topologia, la topologia de Zariski (proyectiva). Recuerde que un subconjunto algebraico de P™ es:

Ve(I) = {[a] € P" : F(a) =0, YF € I},
para I C Clxy, ..., 2] un ideal homogéneo.
Ejercicio 8.2. (Variedades lineales) Demuestre la siguiente correspondencia:

{Ve(I): I C Clzg, ..., xs] generado por formas lineales } = {P(A) : A es un subespacio de V' }
en P(V).

Ejercicio 8.3.

Definicién 8.1. Si [v1], ..., [vg] € P™, el espacio proyectivo generado por ellos es:
([v1], ooy [k]) = { [oav1 + ... + agvg] s a1y ey € Coaqvy + oo+ vy 0}
Demuestre que ([v1], ..., [vg]) = P! para algtn ¢ (¢t = dim({vy, ..., vx)) — 1) como variedades proyectivas.

Ejercicio 8.4. Demuestre el Nullstellensatz proyectivo:

Teorema 8.1. Se tiene la siguiente correspondencia:

I homogéneo radical , p =
X Ccp®

I C Clxg,...,z,],
< Clzo ] (-) { subconjuntos algebraicos }
IC (o, oran)) O

Ejercicio 8.5. Si X es un subconjunto algebraico de P, demuestre que Rx es un anillo graduado.
Es decir, si definimos:
(Rx); = Clzo, ..., zn]; /Z(X);,

entonces:

1. Como espacio vectorial (anillo) Ry = € (Rx);.
3=0

2. (Rx);j(Rx)r € (Rx)j+k para cualesquiera j, k.

Semana 9.

Ejercicio 9.1. Sea F' # 0 un polinomio homogeneo de grado e en Clzg,...,z,] v sean I = (F),
R =Clzg, ..., xzn) /1.

(a) Calcule HF(j) correspondiente a R.

(b) Verifique que HF(j) coincide con un polinomio de grado n — 1 para j > 0. Es decir, existe un
A tal que HF(j) = Aj" =t +O(j"2) para j > 0.

Ejercicio 9.2. Si V = (e1,...,en) y V* = (21, ...,x,) con la base dual correspondiente, tenemos una
identificacién candnicas:

Sym?(V)* «— Sym(V*).



(a) Demuestre que bajo esta identificacién:

% : Sym*(V) = C
0 si a # B,
xa(eﬁ){@) sia=p,

d

a) es el coeficiente

utilizando la notacién de multiindice o = (aq,...,an), & = z{*..x2" y (
multinomial correspondiente.

(b) Pruebe que en estas coordenadas:
Yq: V — Sym(V)

(a1, .yan) — (ad, % tag, ... ad)

= ( monomios de grado d en ay, ..., a, ).

Ejercicio 9.3. (La variedad de Veronese) Si V = (e, ...,e,) y d € N, considere:

va: B(V) =P — P(Sym?(V)) = P(""a )~

[a1,...,a,] — [ monomios de grado d en ay, ..., a, |,

y definimos la d-ésima variedad de Veronese de P"~1 como X := v4(P"~1).

o

(a) Demuestre que Z(X) C Clys : Y o; = d] es:

i=1

I(X) = <ya1ya2 — Y, Yp, - 11 +ag = /81 +ﬂ2> .

(b) Demuestre que X = P"~! como variedades algebraicas proyectivas. [Ayuda: Utilice el hecho de
que, si f: X — Y es una funcién entre vars. algebraicas y f|y, es un morfismo para abiertos
U; € X con X =, U;, entonces f es un morfismo. |

Semana 10.
Ejercicio 10.1. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimensién n y m respectivamente, defina
c:P(V)x P(W)—=P(VeW)
([v], [w]) = [v @ w]
Que en coordenadas se escribe como

a1b1 anbl
([ar = -+ 5an], [b15- -+ 3 bm) —

albm e anbm

Defina X = o(P(V) x P(W)). Demuestre que

Z(X) = | 2 x 2 minors

Tm1 e Tmn



Ejercicio 10.2. » Demuestre que P! x P! con la topologia producto de Zariski, no es homeomorfo
a X :=im(o), donde o es el mapa del ejercicio anterior.

» Demuestre que P* x P! no es isomorfo a P2. (Hint: Teorema de Bezout).
Ejercicio 10.3. Sean Vi = (eq,e2), Vo = (f1, f2), Va = (91, 92), [T] € P(V1 ® Vo, ® V3), con
T=zime1 ® fi®g1+ 222002 @ fa @ go

y X =im(o) como en el ejercicio 10.1. Defina los siguientes conjuntos de ecuaciones

s A Det 2111 112 -0
r 2121 2122

s A Det 2211 <212 -0
z 2221 %222

. 21112212 — 2112”2211, " **
= B (3) minors = Det ’
21212222 — Z121%221, " " °

Sabemos que X = V((A;) + (42) + (B)).
1. Demuestre que Z(X) = ((A1) + (A2) + (B)). Hint: Si a,b, ¢ son las dimensiones de P(V;),P(V2)

Y P(V3) respectivamente
a+t\[b+t\ [c+t
HF x(t) =
0= )

2. Demuestre que im(o) es cerrado para todo k

o P(Vy) x P(Va) x - -P(Viy) = P(V, @ - - Vi)

Semana 11.
Ejercicio 11.1. Sea V un espacio vectorial.

1. Demuestre que existe una correspondencia natural (Up to scalars)

ANv— A\
w— w*

2. Defina .
o(w): V — /\ Vv

v —V AW

—k+1
Y v — NV
vt — vt Aw*

Demustre que w es descomponible si y sélo si Ker(¢(w)) = Ker((w))*



3. Equivalentemente, Vo € /\kle Ve B e /\"71€+1 \%

o p(w) = (" (w)(a), " (w)(8)) =0

donde si f : A — B, f': B* — A* es el transpuesto de f definido por fi(I) := 1o f. Verifique
que es una ecuacién cuadratica.

4. Encuentre el polinomio que define Gr(1,P3) c P(A\* C*).
Ejercicio 11.2. Sea X C C" cerrado, las siguientes son equivalentes.

1. X es un cerrado irreducible

2. I(X) c Clz1, -+ ,xy] es un ideal primo

3. CIX]:=Clz1, -+ ,2n]/Z(X) es un dominio de integridad.

Ejercicio 11.3. Demuestre que si X es una variedad y X = X; U--- U X} con X; irreducibles y
X # U X para todo 4, entonces la descomposicién es tinica.

J#i
Ejercicio 11.4. Si X son las componentes irreducibles de una variedad X, Dim(X) = max; Dim(X})

Ejercicio 11.5. Utilizando lo visto durante la clase del 21 de abril, demuestre el Lema de Normaliza-
cién de Noether

Lema 11.1. Si S =Clay, - ,2,]/J, existen k € N, y1,--- ,yx € S tales que
1. Clyr, - ,ye) C S

2. Cly1,- -+ ,yx] C S es una extensién entera.

Semana 12.
Ejercicio 12.1. Sean X := {[A] : tank A < 1} CP™"~! y Z := g;(A). Demuestre que
1. Z ={[A] :rank A < j}
2. Z es irreducible y dim(Z) = j(n+m —j) — 1.
Ejercicio 12.2. Si Y es variedad irreducible y U,V C Y abiertos. Pruebe que
= U es denso si y solo si es no vacio.
= Si U,V no son vacios entonces U NV # @.
Ejercicio 12.3. = Si X y Y son irreducibles entonces X x Y es irreducible.
= SiU C X y X es irreducible entonces U es irreducible.
= Si X esirreducible y f: X — Y entonces f(X) es irreducible.

= Si Z es irreducible entonces Z es irreducible.
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